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线 性 代 数 


A. 体 


体 是 一 个 集 ， 对 它 的 元 定义 了 叫做 加 法 和 乘法 的 两 种 运 
算 ， 这 运算 同 实数 系 ( 它 本 身 就 是 体 的 一 个 例子 ) 里 的 加 法 和 
乘法 相 类 似 ， 在 每 个 体 五 之 中 总 有 两 个 唯一 确定 了 的 叫做 0 
和 工 的 元 , 它们 与 的 另 一 些 元 棚 加 或 相 乘 的 作用 恰 如 实 数 
系 中 相应 的 元 所 示 . 这 种 类 似 不 足 之 处 有 二 : 1. 并 未 假设 每 
个 体 中 的 乘法 都 是 可 交换 的 ; 2. 体 还 可 能 只 由 有 限 多 个 元 所 
组 成 . 

说 得 更 确切 些 ， 体 是 一 个 集 ， 它 的 元 对 于 加 法 组 成 Abel 
群 , 而 且 不 把 零 算 在 里 面 的 元 组 成 乘法 群 , 还 有 这 两 个 群 的 运 
算是 用 分 配 律 来 连 系 着 的 .容易 看 到 ， 零 与 任意 元 之 积 仍 为 


” 零 . 


一 个 体 中 的 乘法 如 果 是 可 交换 的 ， 就 把 它 叫做 交换 体 ， 
如 果 要 特地 强调 乘法 非 交 换 的 这 种 可 能 竹 , 那 就 称 之 为 斜体 


了 .向量 空间 
设 太 是 以 4,，B,…: 为 元 的 Abel 加 法 群 , 玉 是 以 @ 0 … 
为 元 的 体 . 对 于 五 的 每 个 元 4 与 的 每 个 元 4 还 假设 定义 
了 积 a4 作为 了 的 一 元 . 如果 下 列 的 假设 成 立 , 集 六 就 叫做 
五 上 的 ( 左 ) 向 量 空间 ， 
1. a(4+B)=~a4A+aB, 


2. (g+b)A=a4+54, 

3. a(bA) = {05)A, 

4. 14=.4, 
如 果 玉 是 久 上 的 向 量 空间 , 读者 就 容易 证 实 ,04 一 0 与 40~0 
成 立 ， 其 中 o 与 0 分 别 是 区 与 六 中 的 零 元 ,例如 前 一 个 关 
系 式 从 下 列 方程 推出 

ad=— (gd+0o)A~a4+o4. 

如 果 把 积 a4 换 成 适合 类 似 规律 而 定义 的 积 4a, 六 就 叫 

做 及 上 的 右 向 量 空间 ， 如 果 左 与 右 向 量 空间 在 讨论 中 不 同 
时 出 现 , 就 简称 之 为 “向 量 空间 ”. 


4G， 齐 次 线性 方程 


如 果 在 体 玉 中 给 定 nna 个 元 cs 4 一 于， 2， “°°*, Mm, 了 7 一下， 
2,，…, 9， 要 求 下 列 方程 组 在 玉 中 的 解 w: 


Ca101 十 Cia03 十 … 十 Car0p 一 0， 
和 a 二 有 (1) 


Cm mata t+ nnn = 0. 


四 明敏 以 wz， sa， …，wo 为 未 知 元 的 齐 次 线性 方程 组 。 如 果 
(K 中 有 满足 这 组 方程 的 ) 元 四 ，wza，…，mm 不 都 是 % 就 叫 非 
平 几 解 , 否则 叫 平 凡 解 ， 


> ea ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee 。 


上 


证 明 所 根据 的 方法 是 读者 还 在 中 学 时 就 学 过 的 ， 即 用 未 
知 元 的 逐次 消去 法 。 如 果 mw(> 0) 个 变量 的 方程 一 个 也 没有 
\ 即 mw 一 0), 那么 未 知 元 就 不 受 任何 限制 ,可 把 它们 全 部 取 作 
一 工 


es 用 。 


按 完 全 归纳 法 来 进行 证 明 . 假设 未 知 元 的 个 数 多 于 大 个 

而 方程 只 有 个 的 那 种 方程 组 当 %<m 时 总 有 非 平凡 解 . 在 
方程 组 (了 DD 中 设 ww>>m 而且 把 震 式 gaoi 十 ava 十 … 十 Ginan 记 
作 Fo i=1, 2,…, m。 我 们 米 找 那 些 不 全 为 o 的 、 使 得 
Ti=L=…=Ln=0 的 各 ， wz,，…， mx。 如 果 对 于 每 个 和 了 
都 有 mu=o， 那 么 (在 忆 中 ) 任 意 选取 的 wo om，-…，m 就 总 
是 解 . 如 果 这 些 ws 不 全 为 o， 因 为 变更 这 些 方程 的 次 序 或 未 
知 元 的 编码 并 不 影响 联 立 解 的 存在 与 否 ， 所 以 可 设 gn¥0. 
要 对 给 定 的 方程 组 能 求 得 非 平 凡 解 ， 必 须 而 且 只 须 对 于 下 列 
方程 组 能 求 得 非 平凡 解 : 

1 一 0 

Ze 一 Goiaii7 一 0 


了 一 CaCi 记 一 0。 

这 是 因为 : 如果 wi za，…, ws 是 刚才 列 出 的 方程 组 的 解 ， 
由 广 =0 就 使 得 其 余 所 有 方程 中 的 第 二 项 都 消失 ， 因 此 有 
了 一 Ls 一 … 二 Ln 一 0， 反 之 ,如果 ( 了 DD 成 立 , 这 组 新 的 方程 就 显 
然 成 立 .… 读者 注意 到 新 方程 组 是 由 后 m 一 1 个 方程 “消去 ”wi 
而 建立 的 ， 把 后 m 一 1 个 方程 当 作 wm，…， mw, 的 方程 组 来 看 ， 
如 果 它 有 非 平凡 解 ， 那 么 取 四 一 一 还 (Qi12%a + G1as 十 … 
十 umn) 就 得 到 整个 方程 组 的 解 。 然 而 按 归 纳 假 设 ， 这 后 
m 一 1 个 方程 是 有 非 平 凡 解 的 , 由 此 得 到 本 命题 . 

注 方程 组 (人 中 所 有 系数 gs 是 w 左 方 的 因子 .对 于 
其 中 所 有 系数 是 右 方 因子 的 方程 组 , 于 是 各 个 项 换 写 成 wjass， 
用 类 似 的 证 明 使 同样 的 命题 成 立 如 果 既 有 左 方 系数 又 
有 右 方 系数 出 现 ， 那 么 在 非 交 换 的 情形 就 作 不 出 这 样 的 命 
题 。 


D. 向 量 的 相关 性 与 无 关 性 


体 玉 上 的 向 量 空间 六 中 向 量 4 4a， …， 4 叫做 相关 
的 , 如 果 五 中 有 不 全 为 0 的 元 v4,，%s,，…， wn 存在 , 使 得 四 43 
十 %24s 十 … 十 wd, 一 0 成 立 ， 否则 把 向 量 4，4s,…:， 4 而 
做 无 关 的 . 

体 到 上 的 向 量 空间 广 的 维 数 了 解 为 六 中 无 关 向 量 的 最 
大 个 数 .确切 地 说 ， 向 量 空间 的 维 数 是 无 穷 的 , 如果 太 中 有 
任意 狗 个 无 关 的 向 量 存在 ; 如 果 六 中 有 一 组 %w 个 无 关 疝 量 存 
在 , 而 每 组 超过 % 个 的 向 量 总 是 相关 的 ,六 就 是 % 维 的 . 

F 中 一 组 元 和 ,42,…， 4m 叫做 的 生成 系 ， 如 果 玉 
的 每 个 元 4 总 能 通过 在 玉 中 适当 地 选取 元 ap i 一 1，…, mm 
由 4i，4a，…，4m 线性 地 表示 出 来 , 即 - 


Ld 
A= > id. 
t=1 


命题 2 如 果 玉 有 生成 系 41，42,…，4m， 那 么 这 个 生 
成 系 中 无 关 向 量 的 最 大 数 就 是 的 维 数 . 

证 ”如果 所 有 的 4:=0, 六 就 只 由 零 向 量 组 成 ， 如 关系 
1.0 一 0 所 示 , 零 向 量 是 相关 的 , 因此 六 的 维 数 为 0. 

否则 , 设 7 为 生成 系 41，42,…，A4m 的 无 关 向 量 最 大 数 ， 
通过 重新 编码 就 能 实现 41，4s,，…，4, 是 无 关 的 .因为 已 设 
了 是 4 中 无 关 最 大 数 , 7 十 1 个 向 量 4，4a，…，4，4 就 相 
关 , 因 此 有 关系 

gi1Ai 二 GAs 二 … 十 4A 二 5.4A;=0, | 
其 中 系数 不 全 为 0。 如果 5 一 0，A1，4。,…，4; 就 相关 了 , 因 . 
此 5 关 0， 上 式 可 写成 
A=—0 (oildi 十 da43 十 … 十 cr4)。 


_ 者 


从 此 得 到 ，41，4s,…，4; 也 是 生成 系 ; 因为 了 中 任 一 向 量 的 
线性 表 式 中 的 A, 总 可 代 以 Ay, 42， ”3 4 的 绕 性 组 合 . 
设 Bz B,, “yy B; 是 六 中 某 一 组 向 量 ， t>7, 于 是 有 2 


使 得 B, 一 癌 su4,。 要 证 明 这些 向 量 Bl，Bs,…，B; 相关 ， 就 


要 证 及 中 有 不 全 为 0 的 ms 存在 , 使 得 
m1Bi+woBat +wB;=0 

成 立 。 在 这 方程 中 用 疡 ou4, 代 Bs, 就 得 到 4 的 一 个 线性 组 
合 ， 其 中 安 wyaw 为 4 的 系数 ， 因 此 只 须 求 得 使 方程 组 
习 wap=0 5 一 1， 2，…, 7 成 立 的 非 平凡 解 w， 由 于 1>+ 和 
命题 1, 这样 的 2 是 存在 的 . 

”既然 个 数 比 7 多 的 向 量 组 都 相关 , 而 向 量 4，4a，…，-4 
又 无 关 , 所 以 + 就 是 的 维 数 . 

注 nn 维 向 量 空间 的 任意 个 无 关 向 量 4 4s,…,， 4 
构成 生成 系 ， 因 为 任 一 向 量 4 总 与 向 量 41，4s, …， 4, 相 
关 ， 从 而 相关 式 中 4 的 系数 不 能 为 零 、 由 4 的 解 就 证 明了 
LAs; 4a，.…，4 构成 生成 系 . 

向 量 空间 六 的 一 个 子 集 叫做 子 空间 ， 如果 它 是 这 向 量 空 
间 的 子 群 而 且 这 子 集 的 任 一 元 与 体 元 相 乘 仍 不 出 此 子 集 . 
如 果 41，A4s,，…，4, 是 向 量 空间 六 的 元 ， 所 有 形 如 4 和 i 十 
024s 十 … 十 gsh, 的 元 就 显然 构成 六 的 子 空间 ， 由 维 数 的 定义 
得 知 , 子 空间 的 维 数 不 超 过 全 向 量 空间 的 维 数 ， 

设 六 是 有 限 维 %w 的 向 量 空间 ,TW 是 具有 同一 维 数 呈 的 入 
的 子 空间 ， 于 是 天， 这 子 空间 含有 % 个 无 关 向 量 ， 它 们 
其 实 构 成 六 的 生成 系 . 

体 天 中 * 个 元 的 序列 (ou as,…, ow) 叫 做 行 向 量 ， 所 


有 这 些 * 个 元 的 序列 出 下 列 定义 构成 向 量 空间 : 

a) (G1, ta, … 0) 一 (bi, bz, …，6:) 当 且 仅 当 mw = po 2 一 二 
2，.…，8; 

B) (a1, ao 0) + (by, 8 … Bo) = (Qi+ 6 Ga ba, 
as+ bs); 

7) bg 03， 00) 一 《baz 6542,，…， bq) 对 于 疏 中 的 元 5. 
把 s 个 元 的 序列 写成 纵 列 


就 叫做 列 向 量 . 


es .0 * 


证 mn 个 元 (所 谓 单位 向 量 ) 
81— (1, 0, 0, .…, 0) 


£2 = (0, 1, 0, *…*, 0) 


so 0O，0，… 1) 
， 是 无 关 的 而 且 生 成 K*， 此 二 者 都 由 关系 
(Q1, ts, Go -之 wie 
得 以 证 明 . 
体 五 中 的 元 作成 的 长 方形 阵列 
C11 013 … Cln 


Qal 033 “°° (on 


生生 


于 


叫做 矩阵 和气 阵 的 右 行 秩 是 指 由 体 元 右 乘 矩 阵 的 行 (an, cm 
…，9gm 时 ， 各 行 之 间 得 到 的 无 关 行 向 量 的 最 大 数 。 相 应 地 定 
义 左 行 秩 , 右 列 秩 与 左 列 秩 . 

命题 4 a 秩 ， 而 且 左 列 秩 等 于 右 


ee 


A ee ee 
证 用 O1, Os, “ ，On 来 记 和 矩阵 的 列 向 量 ， Bh,, Bs, ”9 
Rm 记 其 行 向 量 ， 列 向 量 0 是 


0 


因此 相关 性 Ow1 十 Cows 十 … 十 Owws 一 0 就 等 价 于 方程 组 

QH4101 十 Gia02 十 … 十 Cinn 一 O， 

: 四 (D 

Amit1 十 Gmata 十 … 十 on0n 一 0 . 
的 解 ， 和 矩阵 中 行 的 次 序 变 更 引出 同一 方程 组 ， 因 此 并 不 改变 
矩阵 的 列 秩 . 行 秩 也 不 变 ， 因 为 改变 了 的 矩阵 有 同样 的 行 疯 
量 。 以 8 记 和 矩阵 的 右 列 秽 , z 记 左 行 秩 . 根据 上 述 考 由 可 以 
假定 矩阵 的 前 z 个 行 是 无 关 的 行 向 量 ， 由 矩阵 中 所 有 行 生成 
的 行 向 量 的 向 量 空间 按 命 题 2 就 有 维 数 % 而 且 已 由 前 z 个 
向 量 生成 ， 于 是 每 一 行 可 由 前 z 个 行 线 性 地 裘 出 . 因此 (1) 
中 前 : 个 方程 的 任 一 解 就 是 整个 方程 组 的 解 ;因为 每 个 方程 
可 作成 前 z 个 方程 的 线性 组 合 ， 反 之 ，( 了 ) 的 每 个 解 也 是 前 z 
个 方程 的 解 。 这 就 是 说 ， 由 原来 的 矩阵 中 前 个 行 组 成 的 矩 
阵 


Coal Goa ”Con 
与 原 抢 阵 有 相同 的 右 列 秩 ， 它 们 也 有 相同 的 左 行 秩 , 因为 这 2 
个 行 是 选 为 无 关 的 ， 然 而 由 命题 8 新 矩阵 的 列 秩 不 能 超过 
z， 因 此 s<z， 念 此 得 到 , 如 以 8 记 左 列 秩 , > 记 右 行 秩 , 就 有 
s'<z。 把 原 朱 阵 转 置 ， 即 行列 互 换 ，, 于 是 转 置 矩阵 的 左 行 秩 
就 等 于 原 矩 阵 的 左 列 秩 ， 上 述 讨论 应 用 于 转 置 矩阵 就 得 到 
2<s 与 2 <8'. 
五 ， 非 齐 次 线性 方程 
现在 来 讨论 非 齐 次 线性 方程 组 
Ca01 十 Cia0a 十 … 十 Camrawrn 一 0 
Coal01 十 Gaa0a 十， ot ondn = O02, 
; : |: 中 
Goal01 十 Gaa0a 十 十 Gon0a 一 站 
”的 可 解 性 问题 ， 有 两 个 什 阵 ML 与 太 与 这 组 方程 对 应 。 寻 为 
.系数 wu 的 矩阵 ，WV 由 了 的 第 了 行 多 加 元 纪 所 组 成 . 的 
列 向 量 记 作 41，4s, …，4,, B， 组 2) 能 简写 为 式 子 . 
wi 十 A4282 十 … 十 A 一 B. 
. 设 Kk" 是 所 有 m 项 列 向 量 的 右 向 量 空间 . 下 ”中 向 量 
4 4a …， 4 生成 及 "的 一 个 子 空间 人 .方程 组 的 可 解 性 
得 以 简单 地 说 明 为 属于 了 了. 2 的 维 数 是 矩阵 形 的 右 列 秩 . 
六 此 方程 的 可 解 性 就 是 说 ，M 与 六 有 同样 的 右 列 秩 . 所 有 
这 些 只 不 过 是 对 可 解 性 的 另 一 种 说 法 而 已 。 引 用 命题 4 就 看 
到 , 方程 (2) 恰 好 在 下 和 六 有 相同 的 左 行 秩 时 有 解 ， 而 且 这 


s 名 »。 


种 说 法 在 有 的 情况 下 可 能 有 用 . 
如 果 m 一 n, 方程 个 数 就 等 于 未 知 元 个 数 , 这 样 还 要 考 典 
与 (2) 相连 系 的 伴随 齐 次 方程 组 
4 十 4ava 十 … 十 4 一 0. 
下 列 问 题 的 提 法 是 最 常见 的 : 

给 定 系数 os 的 方程 组 (2) 对 于 下 中 任意 的 六 有 解 吗 ? 
如 果 有 ， 就 是 说 每 个 列 向 量 属于 TT， 因 此 了 J 就 是 整个 空间 
KE"， 既 然 K" 具有 维 数 n， 当 这 些 向 量 41，4s, …， 4 无 关 
时 ， 正 好 就 是 如 此 。 而 这 就 是 说 ， 伴 随 齐 次 方程 组 只 有 平凡 
解 。 而 且 每 个 向 量 B 只 能 用 一 种 方式 表 成 向 量 41，4s,…， 
4, 的 线性 组 合 ， 于 是 就 证 明了 - 

命题 5 _ 因 蜡 方程 组 (2) 中 的 m=n, 那么 对 于 方 各 有 方 


so + + 0 
ee 


人 


F. 行 列 式 


这 儿 所 发 挥 的 行列 式 论 ， 在 Galois 理论 中 并 不 需要 ， 因 
此 ,读者 可 随意 去 留 ， 
假设 体 是 可 交换 的 ， 人 队 而 来 考虑 具有 % 行 号 % 列 的 正方 、 
形 矩 降 


Cat 2 QIn 

oi Co39 0 Uon 

nn (DD) 
Gn Cag “Can 


现在 来 定义 这 垂 阵 的 某 一 函数 ， 它 的 值 是 体 的 元 ， 把 这 函数 叫 
做 行列 式 并 记 作 


《2) 


Cr ng °° Cnn 
或 D(C41，4s,…，4,)， 如 果 把 它 看 成 (了 中 列 向 量 心 , 4 
…，4, 的 函数 ， 如 果 除 4x 外 的 其 它 列 都 固定 了 , 因而 把 行列 
式 看 成 dy 的 函数 , 就 写成 De(4w), 或 者 有 时 只 写成 D. 
定义 ” 列 向 量 的 函数 叫做 行列 式 , 如 果 它 适合 三 条 公理 : 
1. 作为 任 一 列 4 的 函数 来 看 ， 它 是 线性 的 而 且 是 齐 次 
的 , 即 
DiCAr+ AL) = Do An) + Dol Al), (3) 


Dx (eA;) =C°* D(Ay). (4) 下 


2. 它 的 值 二 0, 当 两 个 相 邻 的 列 hr 与 4rrs 相等 时 ， 
3. 它 的 值 一 4, 如 果 每 个 4x 是 单位 向 量 Da 


工 0 0 
0 1 0 

U0U=| 0 bp LU 一 | 0 和 U,= 0 | (5) 
0 0 1 


一 般 来 说 ， 行 列 式 是 否 存 在 这 个 问题 暂 先 把 它 挂 起 来 
然而 由 公理 得 到 一 些 推论 ; 

a) 在 ( 引 中 取 o 一 0 得到， 行列 式 为 0, 如 果 它 有 一 个 列 
为 0.。 
b) DeC4dx) 一 Dr(dy 十 cdrz41), 或 者 ， 行 列 式 不 变 ， 如 果 把 
一 个 列 的 倍数 加 到 与 它 相 邻 的 列 。 其 实 ， 根 据 公理 2 和 方程 
(3) 与 (4) 就 得 到 

Di(AstoArs1) 2 D(Ax) FeDs(Ars1) = D(Ay). 


9 TO 4 


0) 考虑 4y 与 yr1 这 两 列 . 这 是 能 用 如 与 4xr 十 4x 
来 代替 的 ， 从 前 列 减 去 后 列 就 有 新 列 一 4 与 ds 二 4 
把 前 列 加 到 次 列 就 得 到 一 Asri 与 4x， 最 后 把 一 1 括 出 来 . 
由 此 得 出 结论 ;行列 式 变 号 , 如 果 将 两 相 邻 列 互 换 . 

d) 行列 式 等 于 零 ， 如 果 其 某 两 列 相等 .其 实 , 在 累 次 互 
换 了 充分 的 相 邻 列 之 后 ， 任 意 两 列 可 取 成 相 邻 的 。 至 此 就 只 
需 应 用 公理 2 了 . 

与 中 及 o) 中 相同 的 方法 能 证 明 下 列 较 一 般 的 规则 ; 

e) 把 -一 列 的 倍数 加 到 另 一 列 上 , 行列 式 之 值 不 变 . 

f) 任意 两 列 互 换 只 变 行列 式 的 符号 . 

g) 设 (z，za，…，z 由 为 下 标 寺 ,2，…，9) 的 一 置换 . 把 
刀 (4,，4,,,…，4,,) 中 之 列 重 排 直 到 恢复 原来 的 次 序 就 得 到 

D(As,, A *…, ds,) = + DAs, As, …, 4A,). 

其 中 土 为 适当 确定 了 的 符号 ， 它 与 4 的 特殊 值 是 毫 无 关系 
的 ， 代 4; 以 Uw 就 变 成 DT， U5, …， Us) 二 土 ， 从 而 这 
个 符号 就 只 与 单位 向 量 的 置换 有 关 ”. 

现在 把 每 个 向 量 如 代 以 41，4o,…，4, 的 线性 组 合 4 
如 下 : 

AL = Dmdit bop dst t+ bn. (6) 

在 计算 D(C44， 和 起,，…，4%) 时 先 把 公理 1 应 用 于 44， 于 
是 把 这 行列 式 分 解 成 一 个 和 ; 然后 对 每 一 项 的 As 应 用 同样 的 
方法 , 等 等 , 如 此 进行 。 结 果 得 到 

D(A1, As, -…, An) 

一 ， 之 ， 万 (14 ，D asd，…，Dnd) 


> bn10 2) ”3 DynD CA,,, 4 ” A,,) 2 (7) 


D1 Voy or Dae 


1) 按照 它 的 推导 , 士 号 也 与 所 选择 的 行列 式 无 天。 


其 中 这 些 ”彼此 无 关 地 取 亲 从 工 到 冯 的 值 . 如 果 两 个 下 标 
v; 相 等, 就 有 DD(4.,，4,,,…，4,,) 一 0; 所 以 只 剩 下 那些 项 ， 
其 中 (zz ?2，…， zm) 是 (，2,…,m) 的 置换 . 故 得 
DG，42，…，42) 
一 也 (dr As, 四 4) 之 bye bys ee * by,n, (8) 


其 中 (zz 2a，…，2) 取 痪 (2 …，m) 的 全 部 置换 ; 土 表示 与 
置换 相连 系 的 符号 . 注意， 如 果 函 数 了 DD 只 满足 前 两 个 公理 ， 
那么 总 可 以 得 到 同样 的 公式 (8). 

从 (8) 可 引出 许多 推论 . 

先 假定 公理 3 的 有 效 性 而 把 4 特殊 化 为 单位 向 量 Us. 
于 是 就 有 44 一 Bk， 其 中 Br 是 矩阵 bm 的 列 向 量 ， 方程 (8) 成 
为 . 

D(CBs, Ba, …, B,) = ws 十 bp (9) 


这 是 对 于 行列 式 的 一 个 显 式 ， 它 指出 行列 式 由 公理 而 唯一 确 
定 , 如 果 它 一 般 存 在 的 话 ， 采 用 公式 (9), 公式 (8) 就 可 依 下 面 
的 方式 来 写 : 

D(A4， 碟 ，…， 四 ) 


D(A, A,, 机 4 了 (如 1， Bs, "°° B,), (10) 
这 就 是 所 谓 行列 式 的 乘法 命题 。(10) 的 左 方 就 是 以 
Cip—= Sanbs (11) 


为 元 的 % 阶 正方 形 矩 阵 的 行列 式 ，cm 由 D(C41,， Aa, …，4,) 
的 第 立行 元 乘 以 DCB1，Bs,，…，B;) 的 第 上 列 相应 的 元 、 再 把 
所 得 积 连 加 ， 

现在 把 (8) 中 的 代 以 任 一 个 满足 第 一 与 第 二 公理 的 函 
数 卫 (41， 4 …，4w, 与 (9) 相 比较 ,得 


。 12 > 


万 (4 人) 
一 下 (4 ，43，.……，4 万 (B， 厅 3，…， B,). 
把 4 特殊 地 取 为 单位 向 量 Dz， 就 得 到 
FB:, Ba, *…, Bn) =6D(B, Ba, pp Bn), (12) 
其 中 ec—F(U, Us, -…, U,). 
把 (10) 用 下 列 方法 来 特殊 化 : 如 果 引 是 在 1 与 % 一 1 之 间 
的 一 个 确定 的 下 标 ， 对 于 X36 多 二 1， 就 取 4x 一 Uy, 4, 一 Us 
十 Da 4 一 0. 这 时 就 有 D(Ady, A,, 本 A,) 一 0， 因为 有 
一 列 是 0。 因此 也 有 D(C4， 45,…，4) =0， 而 这 行列 式 与 
以 bx 为 元 的 行列 式 的 差别 只 在 其 第 4+L 行 与 第 4 行 相等 . 
所 以 看 到 ， 
行列 式 等 于 零 , 如 果 相 邻 两 行 相等 
(9) 中 的 每 个 被 吉 项 是 一 个 乘积 , 其 一 个 因子 恰 是 一 个 确 
定 的 行 ， 例 如 第 5 行 的 一 个 元 ， 这 就 证 明了 如 果 把 行列 式 当 
” 作 这 一 行 的 函数 来 考虑 , 它 就 是 线性 而 且 齐 次 的 。 最后, 对 每 
一 行 选取 相当 的 单位 向 量 , 就 有 行列 式 = 因为 这 矩阵 与 把 
矩阵 中 的 列 都 取 为 单位 向 量 时 相同 。 因 此 ， 如 果 把 行列 式 当 
作 它 的 行 向 量 的 函数 来 考虑 ， 它 也 满足 三 条 公理 ， 枢 据 已 证 
过 的 行列 式 的 唯一 性 就 得 到 
如 果 把 行列 式 的 行 向 量 转 置 成 列 向 量 , 也 就 是 , 如 果 把 撼 
阵 按 主 对 角 线 作 镜 面 反射 , 行列 式 不 变 . 
行列 式 等 于 零 ， 如 果 某 两 行 相等 、 它 变 号 ， 如 果 两 行 互 
换 ， 它 不 变 , 如 果 把 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 . 
现在 来 证 明 行 列 式 的 存在 ， 对 于 只 有 一 行 的 矩阵 wa, 这 
个 元 au 本 身 就 是 行列 式 ， 假 设 n 一 二 阶 行列 式 已 经 存在 . 
如 果 考 虑 %% 阶 矩阵 ()， 可 把 某 些 n 一 1 阶 行 列 式 同 它 连 系 如 
下 ; . . 
»* 1 « 


设 am 是 (了 DD) 中 一 个 特殊 的 元 .在 (1) 中 划 掉 第 纪行 和 第 下 
列 再 来 考虑 留 下 的 n 一 1 阶 和 矩阵 的 行列 式 ， 把 这 行列 式 冬 以 
(一 D5%， 岂 做 am 的 代数 余子 式 , 记 作 4m， 符 号 (一 全 的 
分 布 按 棋盘 式 排列 , 即 


0 


设 i 是 1 与 入 之 间 的 某 个 数 . 考虑 抢 阵 (所 的 下 列 函 
数 DD 
D= gnAnt adit + an ds. (18) 
它 是 第 4 行 及 其 代数 余子 式 之 积 的 和 . 
考虑 妃 与 给 定 的 列 , 例如 4x 的 相关 性 .对 于 v 到 hb，4,。 
与 如 线性 相关 , 此 时 co 与 4s 无关 ， 对 于 v=5, 则 Aw 与 As 
无 关 而 an 为 此 列 之 一 元 ， 因 此 满足 公理 1， 假设 相 邻 两 列 
各 与 rr 相等， 对 于 ?> 关 及 有 +1， 在 4w 中 有 两 个 相等 的 
列 ， 所 以 4 一 0。 用 来 计算 4w 与 4xxz 的 行列 式 是 相同 
的 ， 棋 盘 式 排列 的 符号 却 相反 ， 因 此 4w= 一 4xri， 而 
ca 一 ak x+1。 于 是 DD 一 0， 从 而 公理 2 成 立 ，、 对 于 特殊 情形 
4 一 0 (2 一 1]，2,…, 1m) ， 当 vz 六 S$ 有 时 gw 一 0, 同时 an 一 1 及 
4 一 +， 得 到 D=1,， 因此 公理 3 也 成 立 ， 由 此 既 证 明了 %* 哈 
行列 式 的 存在 ， 叉 证 明了 (13) 这 个 所 谓 行 列 式 按 其 第 纪行 展 
开 的 公式 成 立 ， 公 式 (13) 可 推广 如 下 : 在 行列 式 中 以 第 了 行 
代 第 Y 行 而 按 此 新 行 展开 、 对 于 4#J， 行 列 式 为 0 对 于 
i=j, 它 就 是 DD， 


ee 4 。 


一 一、、 


DD, 对 于 j= 名 


anAat onAut .tamdn {0 对 于 j 演 友 (14) 
行列 互 换 就 得 到 公式 
D, 对 于 兄 一 友 
ad Gandast | 15 
AI 十 an A zn TF nAng 0， 对 于 万 区 丰 (15) 


今 设 4 为 %% 行 方 阵 而 为 m 行 方 阵 , 其 行列 式 分 别 记 为 
14| 与 1B|. 青 设 C 为 nn 行 与 m% 列 的 秆 阵 。 作 正方 形 的 % 十 mn 
阶 矩 阵 

(t 9) om 
其 中 0 为 mr 行 w 列 的 零 窍 阵 ， 如 暴 把 (16) 这 年 阵 的 行列 式 上 只 
看 作 4 的 列 的 函数 ， 它 显然 满足 前 两 个 公理 .由 (12)， 其 值 
为 c:|4|， 其 中 的 是 在 (16) 中 把 4 的 列 代 以 单位 向 量 后 所 
得 行列 式 之 值 ， 这 个 c 还 与 BB 有关, 而 且 把 它 看 成 8 的 行 的 


” 尔 数 时 , 显然 满足 前 两 个 公理 . 因此 (16) 的 行列 式 等 于 dQ* |4| 


“| 如 |， 其 中 避 是 把 4 与 召 的 列 都 代 以 单位 向 量 这 一 特殊 情 
形 下 的 行列 式 . 把 这 个 新 行列 式 的 后 m 列 碱 去 前 列 的 适当 
售 就 可 以 0 代 C， 由 此 得 4 一 1， 于 是 得 到 公式 
A4 CO 
8|~141*1BL. C17) 
入 也 可 证 明 公 式 
[a |-14l13l. 18) 
公式 (17) 与 (18) 是 Lagrange 一 个 一 般 命题 的 特 堵 , 一 般 
命题 可 由 这 些 特 款 推导 . 因为 对 于 主要 的 应 用 有 (7) 与 (18) 
已 足够 了 , 关于 一 般 命题 的 叙述 与 论证 , 读者 可 参考 论述 行列 
式 的 任 一 读本 ， 


ae 本 。 


现在 来 考究 行列 式 为 零 的 矩阵 是 怎样 的 .容易 证 明 下 列 

a) 如 果 A, A,, “°° A, 线性 相关 ， 那么 D(Ai, As, "0 
4,) 一 0， 其 实 此 时 的 某 一 列 4 就 是 其 余 那 些 列 的 线性 组 合 . 
从 列 4s 减 去 这 线性 组 合 就 成 为 0, 因此 D=0. 

b) 向 量 41，4s,…，4, 如 果 线 性 无 关 , 此 时 它们 就 是 所 
有 列 作成 前 K" 空间 的 生成 系 , 因此 在 方程 (6) 中 可 选择 那 些 
bw 使 得 -44 一 Un， 把 bx 的 值 应 用 到 公式 (8) 中 ，(8) 的 左 方 就 
等 于 1, 所 以 必定 DC41, 45,…,， An) 六 0. 

把 这 些 结果 合 起 来 得 到 ; 

一 个 行列 式 等 于 零 的 充 要 条 件 是 其 列 向 量 (或 行 向 量 ) 线 
性 相关 . 

这 结果 的 另 一 形式 为 : 

个 未 知 景 的 %% 个 线性 齐 次 方程 组 

Gut oat + dinon = O (b=1, 2, + 2) 

有 非 平 凡 解 的 充 要 条 件 是 其 系数 行列 式 为 零 . 
显然 也 证 明了 ， 

线性 方程 组 

Caoi 十 caco 十 … 十 cor0 一 Di GG=1, 2, 1.…, n) (19) 

对 于 任意 的 5: 值 有 解 的 充 要 条 件 是 wu 的 行列 式 不 等 于 0. 

最 后 ,对 于 wa 的 行列 式 不 为 0 的 情形 ， 用 行列 式 来 表 出 
(49) 的 解 . 

方程 (19) 就 是 

do 十 do 十 十 4 一 五， 

用 B 来 代 D(41，4。,…，4,) 中 的 第 i 列 ， 就 是 指 的 D(4;, 
…，B,…, 4,)， 从 这 一 列 减 去 4,(v 了 让 的 信和 数 就 阐 了 
Aiww. 因此 有 


ss 全。 


D(Ai, 0, B, os, A,) = wD As, As, 本 4,), 
从 而 得 到 
~ D(Ay, 1, B, ..., A,) 

D(As, 4,, ”3 4,) ” 


这 个 公式 以 Cramer 法 则 闻名 . 


vi 


II 


体 论 


A. 扩 体 区 


所 考虑 的 体 都 假设 为 交换 体 . 设 盏 为 弗 ) 忆 是 刀 的 子 集 ， 
如 果 下 对 于 吾 中 所 定义 的 加 与 乘 自 成 一 体 , 即 羽 是 如 的 子 
体 , 就 称 如 为 忆 的 扩张 .至 是 到 的 扩张 这 关系 简写 成 及 到 
设 % p, 7，… 是 妃 的 一 些 元 ,把 及 (a, By …) 了 解 为 机 
中 那些 可 以 表 成 用 五 中 元 为 系数 的 a, B, y, … 的 多 项 式 的 
商 的 集 ， 显 然 (a, B, 7,…) 是 包含 %，p,，Y,… 这 些 元 的 、 
玉 的 最 小 扩张 。 称 为 由 下 通过 添加 这 些 元 w B, 7,… 而 
得 到 的 或 生成 的 体 . 

设 玉 CC 如, 召 就 可 以 当 作 上 的 向 量 空间 来 看 , 因为 这 
时 把 向 量 空间 所 需 运 算 同 化 为 如 中 所定 义 的 运算 . 召 在 玉 
上 的 次 数 记 作 ( 思 /KK)， 了 解 为 及 上 的 向 量 空间 的 维 数 . 
对 于 有 限 的 (如 /KK), 称 瑟 为 有 限 的 体 扩张 . 
那么 

(B/EK)=—(B/B) (B/EK). 

证 设 恕 的 一 组 元 41, 4s, …， 4, 在 B 上 线性 无 关 ，B 
的 一 组 元 01, Cs,…, 0 在 及 上 线性 无 关 ， 此 时 具有 5=l 
2 … 8 与 一 1 2,…, 7 的 积 044y 是 有 的 一 组 在 玉 上 线性 
无 关 的 元 .这 是 因为 , 如 果 > Qay0i4; 一 0, 就 有 字 《之 asC0 4 


s |B 。 


一 0, 左 方 是 以 如 中 元 为 系数 的 4 的 线性 组 合 , 并 且 因 为 相对 
于 8B 这 些 4) 是 无 关 的 ,所 以 袜 uC 一 0 对 每 个 j 成 立 . 相 


对 于 玉 这 些 04 的 线性 无 关 性 就 推导 出 全 部 的 一 0。 既然 
有 7s 个 元 0;4)， 对 每 个 "<(B/B) 与 <(B/K) 已 证 明了 
(B/KR)>r's， 所 以 CB/K) 之 (B/KK) (B/B)， 如果 这 后 两 个 
数 有 一 个 无 穷 ， 那 么 命题 就 证 明了 ? 如 果 两 个 数 (B/B) 与 
(B/ 慌 ) 都 有 限 ， 取 为 与 就 能 假设 那些 di 与 04 分 别 是 向 
量 空间 加 与 B 的 生成 系 ， 权 证 这 些 积 Oi4j 组 成 在 及 上 的 
万 的 生成 系 ， 召 中 每 个 4 可 用 中 元 作 系数 通 过 这 些 4 来 
线性 表示 ， 因 此 4 号 Bj4;， 每 个 Bi 可 以 用 下 中 元 作 系 
数 通过 这 些 0, 来 线性 表示 ， 即 B= 台 aw06 j==1, 2,…， 7 
于 是 4 一 豆 qy044y, 这 些 014; 就 构成 上 的 至 的 生成 系 。 
系 如 果 委 
KCEKiCKoCCK,, 


就 有 
(En/K)= (KI/K): (Ko/KD)*. (Kn/ Kn 1). 


B. 多 项 式 


形 如 wow 十 cao 十 十 or 的 表 式 中 ， 如 果 so， …，a 这 
些 系 数 都 是 五 的 元 并 且 so 关 0， 这 表 式 就 称 为 下 中 的 多 项 
式 . 其 乘法 与 加 法 依 常 例 ”. 

五 中 的 一 个 多 项 式 如 果 能 写成 长 中 两 个 正 次 多 项 式 之 
积 ， 这 多 项 式 就 称 为 在 中 可 约 . 在 五 中 不 是 可 约 的 非常 
数 多 项 式 称 为 在 K 中 不 可 约 的 . 
”DD 提 到 次 数 <m 的 所 有 多 项 式 的 集 也 把 多 项 式 0 算 进 去 ， 虽然 它 在 通常 意 
义 下 是 没有 次 数 的 。 

。19… 


7(o,g( 四 与 ho) 这 些 开 中 的 多 项 式 如 果 满 足 方程 
fo) =g(o) -hz)， 就 说 glw) 整 除 f(w) 或 9() 是 f(z) 的 因 
子 . 容易 看 到 了 (w) 的 次 数 是 g(%) 的 次 数 与 %(%) 的 次 数 之 和 . 
如 果 g(e) 与 (2) 都 不 是 常量 ， 那 么 二 者 的 次 数 都 低 于 fC%) 
的 次 数 ， 由 此 得 到 , 多 项 式 总 可 表 成 及 中 有 限 个 不 可 约 多 项 
式 之 积 . | 

对 任意 两 个 多 项 式 f(w) 与 g(o)， 有 除法 算式 ， 即 
fo) =g(z).g(z) 十 7 (2), 其 中 gl2) 与 +《2) 是 下 中 唯一 决定 
的 多 项 式 , 而 且 7(z) 的 次 数 小 于 g(w) 的 次 数 . 这 是 可 以 用 初 
等 代数 中 对 于 实数 体 或 复数 体 的 情形 相同 的 方法 来 证 明 的 . 
还 看 到 7(2) 是 次 数 小 于 gy(%) 的 唯一 的 多 项 式 ， 使 得 f(%) 
- 一 7(o) 可 被 9(z) 所 整除 ， 7(o) 称 为 模 g(o) 的 人 o) 的 余 式 。 

用 常 法 还 可 证 明 ，z 一 “为 Je) 的 因子 ， 当 且 仅 当 w 为 
j(w) 的 根 ， 由 此 容易 得 出 ， 体 中 多 项 式 在 体 中 所 有 的 根 的 个 
数 不 能 超过 此 多 项 式 的 次 数 . 

引 理 ”如 果 f(@) 是 KK 中 的 nn 次 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 开 
中 不 能 有 两 个 这 样 的 非 零 多 项 式 ， 其 次 数 都 小 于 m 而 其 积 被 
f(z) 所 整除 . 

否则 ， 就 有 两 个 这 样 的 多 项 式 g(%) 与 4(z)， 其 次 数 都 
”小 于 和 其 积 可 被 了 (w) 整 除 ， 对 于 所 有 可 能 的 这 样 的 多 项 式 
9g (2) 与 4(z)， 就 选择 glw) 是 其 中 次 数 景 小 的 ， 因 为 f(w) 是 
g (8) ,jn(o) 的 因子 , 就 有 多 项 式 1(o) 使 得 

hw) fo) =9(o) "hw). 
根据 除法 算式 有 

Ce) =g0) ge) +r (eo), 
其 中 7(e) 的 次 数 小 于 g(w) 的 次 数 ，f(z) 既 是 不 可 约 的 , 必定 
7(w) 尖 0， 以 及 (w) 乘 此 式 并 且 通过 适当 的 变形 得 到 
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"(2) hw) 一 2 CO) —9 2) gw) hw) 
一 fo) "RD) 一 go) hw) »f (wm), 

由 此 得 出 7(%) jc) 可 被 了 (O 整 除 、 但 是 这 与 9(o) 的 选择 
相 矛 盾 , 因为 7(w) 的 次 数 是 小 于 g(w%) 的 次 数 的 。 因 此 证 明了 
引 理 . 

已 看 到 初等 代数 的 许多 命题 在 任意 的 体 久 中 也 是 成 立 
的 .然而 著名 的 代数 基本 定理 则 至 少 在 其 通常 形式 下 不 起 作 
用 . 它 被 Kronecker 英 定 的 一 个 命题 所 取代 , 保证 对 于 环 中 
给 定 的 多 项 式 有 一 扩 体 存 在 ， 这 多 项 式 在 这 扩 体 中 有 根 。 此 
外 ， 还 将 证 明 ， 在 给 定 的 体 中 ， 多 项 式 不 仅 可 分 解 成 不 可 
约 因子 ， 而 且 除 了 常 因子 外 此 种 分 解 是 唯一 的 .唯一 性 和 
Kroneeker 的 这 个 命题 有 关 . 

C0. 代 数 元 

设 K 为 体 , 召 是 的 一 个 扩 体 ,于 是 , 如 果 w 是 殖 之 一 
元 ,那么 试问 , 在 区 中 是 否 有 以 a 为 根 的 多 项 式 存在 ， 如果 
有 这 样 的 非 零 多 项 式 , a 就 称 为 KK 上 的 代数 元 ， 今 设 a 是 代 
数 的 ， 五 中 以 a 为 根 的 所 有 多 项 式 中 选 出 一 个 具 最 小 次 数 . 
的 并 且 乘 以 下 中 适当 的 常量 ， 把 这 样 得 到 的 多 项 式 记 作 
了 (2), 它 的 最 高 系数 是 1. 

现在 来 证 f(%) 这 多 项 式 具有 三 个 性 质 
1. 如 果 g(w) 是 K 中 多 项 式 适 合 gla) 一 0, 那么 glw) 可 
被 (wm) 整除 ， 

2. f(%) 是 不 可 约 的 ， 

3. f(%) 由 它 的 作法 所 用 性 质 而 唯一 决定 . 

”其 实 , 如 果 gl%) 是 下 中 多 项 式 具 有 g(a) 一 0, 就 可 写成 

go) 二 了 (2)g (lw) 十 T(z)， 其 中 (2) 的 次 数 小 于 (4) 的 次 数 ， 
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通过 2 一 “ 的 代入 得 到 Y(o) 一 0， 因 为 rw) 有 a 为 根 而 其 次 
数 又 小 于 f(%), rlw) 就 一 定 是 零 多 项 式 . 因此 gl%) 可 被 
f(z) 整除 ， 由 此 证 明了 性 质 1， 同时 也 就 证 明了 如 3 所 述 的 
唯一 性 、 如 果 还 设 f(z) 在 下 中 是 可 以 分 解 的 ， 那么 对 于 
2 一 % 必 有 一 因子 消失 ， 这 就 又 与 了 (2) 的 选择 矛盾 。 因 此 也 
证 明了 2 这 性 质 . : 

现在 来 考虑 恕 中 由 下 列 元 9 组 成 的 子 集 Bo: 

0=y(a) 一 Co 十 cla 十 caa2 十 …. 十 cn_10" 1. 

这 里 g(%) 是 玉 中 的 次 数 小 于 nln 是 f(z) 的 次 数 ) 的 多 项 式 .- 
Bo 这 集 对 于 加 法 与 乘法 都 是 封闭 的 ， 后 者 证 明 如 下 : 

设 g(%) 与 h(z) 是 两 个 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 , 取 g(2)h(w) 
一 9(2)f(z) 十 +《w)， 就 得 到 glo)hla) rla)， 最 后 看 到 oo， 
cw …， 0n-1 这 些 常 晤 由 6 这 个 元 唯一 决定 。 事 实 上 ， 若 同一 
个 8 有 两 个 表 式 , 相 减 就 引出 一 个 次 数 小 于 的 a 的 方程 . 

注意 , 集 BB 的 内 部 结构 并 不 依赖 于 a 的 构造 性 质 , 而 只 


”与 这 个 不 可 约 的 了 (wz) 有 有关. 这 个 多 项 式 使 得 在 Es 中 可 以 实 
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行 加 与 乘 ， 即 将 看 到 BE 是 体 ; 实际 上 就 是 五 (a) 这 个 体 ， 如 
果 这 得 到 证 明 ， 也 就 决定 了 次 数 ((a)/ 玉 )， 它 必定 等 于 
%, 因为 空间 玉 (ao) 由 线性 无 关 的 元 1 m o2，…, or-1 生 成 . 
现在 不 用 扩 体 如 与 元 a， 仿照 BE 那样 来 作 . 仅 只 假定 
给 出 了 不 可 约 多 项 式 
f 2%) = 二 on 十 十 ao。 . 
选 一 个 符号 E， 并 设 1 是 次 数 小 于 n 的 所 有 形式 多 项 
式 
9(E) 一 co 十 ci 十 … 十 one 
的 集 . 此 集 构成 加 法 群 。 现 在 随 着 通常 的 乘法 来 导出 肪 中 


丽 个 多 项 式 g(&) 与 h(E) 的 新 式 乘 法 ， 并 且 把 它 记 作 g(&) 
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xh(E)， 如 此 表示 的 积 定义 为 通常 的 积 g(E)hCE) 模 了 C2) 的 
余 式 7(6), 首先 注意 到 任意 mw 个 因子 g1(E), ga(6)，…, gm(&) 
之 积 仍 为 常 积 g1(6)ga(6)…gm(&) 的 余 式 ， 因 为 对 于 m2, 
由 定义 , 这 是 对 的 , 由 下 列 易于 证 明 的 引 理 ， 按 mw 作 归纳 法 就 
得 以 证 明 . 

引 理 设 r1(@) 与 7a() 分 别 是 两 个 多 项 式 g1(&) 与 go(&) 
的 余 式 , 那么 积 gC) ga(E) 与 mva(E) 就 有 相同 的 余 式 , 

读者 自 证 ， 这 事实 指出 , 新 积 是 可 结合 的 与 可 交换 的 , 而 
且 还 得 到 ， 如 果 通 常 的 积 gi( 自 g2(2)…gn(E) 的 次 数 小 于 
那么 新 积 g1(6) x ga《E) X… x gm (6) 与 通常 的 积 就 是 一 致 的 ， 
新 的 乘法 的 分 配 律 同 祥 容 易 证 明 . 

集束 包含 体 到 ， 而 且 在 囊 : 中 的 新 乘法 对 于 就 有 原 
来 的 乘法 意义 . £ 是 画 的 一 个 多 项 式 ， 把 它 自 乘 i 次 , 显然 
只 当 $<m 时 才 得 到 & 台 ， 对 于 了 一 m%， 就 应 当 算出 多 项 式 如 的 
余 式 。 它 就 是 | | 

上 一 (oO) 一 一 oo- 共 " na 00。 

现在 保持 新 的 乘法 ,把 老 的 乘法 一 起 放弃 ,同时 用 点 (或 
按 着 写 ) 来 代 堆 新 乘法 的 记 法 . 

在 这 种 意义 下 来 计算 

coc 二 cad3 十 … 十 cn_1E"1 . | 
容易 得 到 仍 是 这 个 元 ， 因 为 它 所 含 项 的 次 数 都 是 低 于 % 的 。 
但 是 
名 一 一 Oo 这 1 na 0, 

因此 也 () 一 0. 

于 是 就 作出 了 集 和 柬 中 的 加 法 与 乘法 ， 集 瑟 满足 
了 体 公 理 的 大 部 分 .可 把 五 作为 子 体 ， 隙 上 适合 方程 
了 (6) 一 0。 其 次 就 应 当 证 明 , 如 果 9(6)*0 而 且 h( 拉 是 加 中 
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给 定 的 元 , 那么 Bi 中 还 有 一 元 
不 舍 ) 一 Co 十 oOE 寺 十 oo Et 
存在 , 使 得 
g(E) -EE) = hE). 

为 了 证 明 这 个 ， 把 用) 的 系数 看 成 未 知 量 并 算出 左 方 的 积 ， 
其 中 用 了 (CE) 一 0 来 简约 二 的 那些 较 m- 工 次 为 高 的 宕 .于 是 
得 出 表 式 媚 十 ZE 十 … 十 Dae 4 其 中 每 个 五 都 是 以 玲 中 
元 为 系数 的 w 的 线性 组 合 。 因为 这 个 表 式 等 于 h(E&), 由 此 得 
到 个 未 知 量 的 % 个 方程 

Lo= bo, Di= bi, **, Ln1= ba_1, 
其 中 心 是 (CE) 的 系数 . 如 于 提 应 的 宁 让 三 各 \ 

Lo=0, Li=0, LL,_1=0 

只 有 平凡 解 ， 上 组 方程 就 是 可 解 的 

如 果 要 求 满足 g(6)- 及 (&) 一 0 的 对 巡 )， 这 些 齐 次 方程 
”就 出 现 了 .用 旧 的 乘法 来 看 , 这 就 是 说 ， 通 常 的 积 9(E) 开 人) 
”有 余 式 0, 所 以 这 积 可 被 f(o) 整除 ,由 B 段 证 明 的 引 理 , 只 有 
五 (6) 一 0 才 是 可 能 的 . 

所 以 Bi 是 体 . 

此 外 ,还 假设 有 原来 的 扩张 百 , 其 中 有 fo) 的 根 m 因此 
又 有 与 它 联系 的 集 Bo. 如 果 把 吾 ; 的 元 g(E) 映 成 Bo 的 g(a)， 
如 o 在 一 定 的 意义 下 有 与 i 相同 的 结构 ， 这 映射 的 性 质 是 ， 
元 素 和 的 象 是 单个 元 的 象 的 和 , 积 的 象 是 各 个 元 的 象 的 积 . 

由 这 映射 引出 了 把 体 K 映 到 另 一 体 K' 的 更 为 普遍 的 
喘 射 0, 这 样 , 对 应 于 五 中 每 个 元 由 有 五 ' 中 一 个 象 元 c(o). 
映射 具有 下 列 性 质 : 

1. glat+B)=o (8) +o(B), 

2. o(aB)=0 (a)o(B) 
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对 于 下 中 所 有 元 a, B 都 成 立 . 

如 果 有 一 个 w 关 0 使 得 c(o) 一 0, 那么 由 2, 对 于 每 个 B 就 

有 

c(B) =0 (ae0-1B) =o (a) ‘oa (01B) =0.0 a1p) =0, 
因此 看 到 把 整个 的 KK 映 成 0。 当然 这 种 映射 毫 无 兴趣 ,就 还 
要 求 

3. 由 az#0 得 到 o(a) 入 0. . . 

如 果 在 1. 中 取 a=0, 就 得 到 o(B)=o(0) 十 0(B8)， 从 而 
o(0) 0. 如 果 在 1. 中 以 一 a 代 如 就 得 到 0=o(@) 十 o (一 %) 
或 o( 一 %) 一 一 o(a), 因此 也 有 规律 ola 一 8) =o(@) 一 o(B). 
如 果 在 2. 中 取 a=B8 一 1, 注意 到 3. (GD 关 0, 所 以 oD 一 1. 
如 果 取 B=a!， 由 2. 得 cla)=(lc(a))-!， 由 此 得 到 法 
则 o (名) 一 2 入， 最后， 由 ol) 一 0(8) 得 到 oa 下) 一 0， 
3. 又 指出 必定 wa 一 B. 所 以 o 是 贞 下 到 K' 的 一 一 映射 ， 它 
保持 所 有 运算 , 这 样 的 映射 记 为 从 下 到 区 ' 的 辐 构 .其 象 集 
是 下 ' 的 子 体 . 

如 果 这 映射 o 把 及 映 成 有 K', 它 就 称 为 肌 五 成 K' 的 同 
构 , 设 0 是 映 到 成 K' 的 同 构 ， 也 就 可 以 考虑 把 玉 ' 回转 成 
KK 的 逆 映 射 c-3 不 难看 到 这 是 映 KK' 成 五 的 同 构 。 如 果 存 
”在 一 个 映 五 成 KK' 的 同 构 ;就 说 下 与 KK' 是 同 构 的 . 

定义 并 不 排斥 K' 与 是 同一 个 体 ， 如 果 0 是 映 玉 成 
自身 的 同 构 映 射 , 就 把 o 称 为 区 的 自 同 构 ， 此 时 oo 也 是 下 
的 自 同 构 。 例 如 把 KE 映 成 自身 的 恒 同 映射 就 是 的 自 同 

由 这 些 定义 得 到 , 集 2 也 是 体 , Bo 与 21 同 构 . 

设 o 是 映 玉 成 区 ' 的 同 构 ， 把 KK 中 元 4 的 象 o(@) 简 记 


作 o. 把 og 开拓 到 的 多 项 式 f(w) 一 ao 二 om 十 … 十 0 人 上 
就 是 把 了 (zw) 的 象 f'(w) 定 义 成 
f'(2) = asi om 
容易 看 到 下 列 两 个 方程 是 成 立 的 ; 
Co +9%)) = (2) + yg (2), 
(f (0) 98))'—f (2) g' Ce). 
不 难看 出 ， 基 中 不 可 约 多 项 式 f(w) 的 象 f() 是 KK' 中 
的 不 可 约 多 项 式 . 
现在 作出 一 些 命题 , 都 由 前 所 论证 得 出 . 
命题 ee 如 果 了 Co) 是 体 五 中 的 非常 量 多 
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证 作出 扩 体 ， 使 得 其 中 有 了 (w) 的 一 个 不 可 约 因子 之 一 
根 . | 

命题 8 设 o 是 有 映 体 下 成体 K' 的 同 构 映射 ,再 设 了 (2%) 
是 五 中 不 可 约 多 项 式 而 且 随 (%) 是 KK' 中 相应 的 象 多 项 式 . 
如 果 五 一 区 (p) 与 了 = 长 '(B') 分 别 是 区 与 民 ' 的 扩张 , 如 中 
7(B)=0, 杷 中 户 (8) 一 0， 那 么 吕 可 开拓 为 召 与 画 之 间 的 
同 构 , 其 中 8' 是 8 的 象 . 

证 如 的 每 个 元 906 具 形 式 9g(8)， 其 中 glw) 是 下 中 
的 次 数 小 于 (2) 的 次 数 的 多 项 式 . 把 一 g'(B8) 作 为 9 的 
象 . 显然 这 个 映射 就 是 给 定 的 映射 o 的 开拓 , 而 旦 把 召 映 成 
可. 它 把 两 个 元 的 和 映 成 象 元 的 和 是 明显 的 . 积 也 是 适合 相应 
的 法 则 的 , 因为 gC(8)h(B) =7(08) 的 意义 是 , 7(w) 为 g(2)h(w) 
模 了 (Cw) 的 余 式 . 因此 有 多 项 式 q(w) 使 得 gC2)h(w) 一 g (w)f(w) 


”十 +(w)， 把 它 换 成 象 就 得 到 g'(@)h(w) 一 g'(w)f' (vw) +r'(w)， 


所 以 z=B 就 有 g (BR(B') ==r'(B). 
命题 8 非常 明白 地 指出 ， 由 不 可 约 方 程 之 一 根 所 生成 的 
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扩 体 , 其 结构 与 此 根 的 特性 无 关 . 


D. 分 裂 体 


如 果 玉 ,BB 与 及 是 这 样 的 三 个 体 太 己 BCE， 就 把 B 
称 为 中 间 体 . 

设 2(2) 为 天 中 多 项 式 ， 轧 为 民 的 扩张 p(w) 在 其 中 
可 分 解 成 线性 因子 ， 显然 如 此 的 线性 分 解 总 可 以 写成 

PW) 一 4 一 oi) (2 一 oa) (一 os) | 

的 形式 . 此 时 显 为 ko) 的 最 高 次 系数 ， 即 为 属于 五 的 元 . 

召 的 子 体 ,其 中 可 能 有 此 分 解 者 显然 含有 2(o) 的 这 些 根 
or， aa …， Qs 由 此 得 到 ， 其 中 可 能 如 此 分 解 的 最 小 中 闻 体 
就 是 及 (az，0o,，…, os) 这 个 体 ， 此 体 称 为 在 及 上 2Z(o) 的 分 
裂 体 , 或 在 不 致 误解 的 时 候 干 脆 称 为 p(w) 的 分 裂 体 . 

分 裂 体 之 存在 由 下 述 论证 落实 ， 根据 命题 7 先 把 下 作 
如 此 的 扩张 ， 使 得 分 解 nC(%) = (2 一 2D)Pp1(%) 是 可 能 的 ， 重 复 
引用 此 法 于 Pp1《%)， 直 到 最 后 得 到 其 中 p(w) 分 解 成 线性 因子 
的 玉 的 扩 体 为 止 . 于 是 得 出 

命题 9 如 果 2(o) 为 体 下 中 的 多 项 式 ， 那 么 就 有 2(%) 
的 分 裂 体 瑟 存在 . 

对 分 裂 体 瑟 = 玉 (qiz，as，…，as) 可 得 递 升 的 体 链 . 
K = ECHEC..… CE= EE, 其 中 =K(@, aa, …, 3) 
— Ei(o). 因为 p(o@2) 一 0 并 且 P(c) 自然 也 是 也- 中 的 多 
项 式 ，as 就 是 五 1 上 的 代数 元 ， 所 以 次 数 (Bi/ 了 By) 为 肥 限 ， 
从 而 p(2) 的 分 裂 体 的 次 数 (B/ 区 ) 也 是 有 限 的 ， 

另 一 方面 ， 下 殉 命 题 指出 多 项 式 的 分 裂 体 在 同 构 的 意义 
上 是 唯一 决定 的 . 

命题 10 设 0 为 映 体 玉成 体 区 ' 的 同 构 ，p(%) 是 天 中 


的 多 项 式 , 它 在 K' 中 的 象 为 @ (m)， 酝 为 Co) 的 分 裂 体 ， 酝 

证 设 p(o) 一 a(z 一 or) (zw 一 G9)…(w 一 0%) 为 p(w) 在 五 中 
的 分 解 ， 如 果 所 有 的 w 都 属于 尺 , 就 有 召 = 玉 ,因此 把 o 直 
接 作用 于 此 分 解 得 到 p (%) 在 K' 中 的 分 解 , 于 是 也 一 K'， 
从 而 命题 在 这 种 情况 得 证 . 

现在 对 不 在 KK 中 的 % 个 a 来 作 归 纳 法 . 因此 可 设 n>1， 
而 县 假设 命题 对 不 在 天 中 的 根 的 个 数 小 于 % 者 已 证 明了 . 
设 a 不 在 KK 中， 以 a 为 其 根 的 KK 中 不 可 约 多 项 式 设 为 
f(z)， 既然 Da) 一 0, 就 有 分 解 式 p(w) = 了 (lw)gle), 由 此 得 
PD)=f' (vg (vw), 设 p (0) = 2Bi) (vBa).… (0— Bs) 
为 B' 中 jp'(w) 的 分 解 式 ， 产 (zw) 在 B' 的 扩 体 中 有 根 Y， 从 而 
”Pp'(7) 一 0， 因 此 a'(y 一 BD) (Y 一 B2)…(7Y 一 Bs) 一 0. 由 此 得 B， 
之 一 ( 设 为 6) 就 是 Fe) 的 根 7>， 根据 命 题 8， 同 构 可 开拓 
为 映 及 (ay) 成 到 '(B) 的 同 构 7， 把 pCw) 当 作 下 (ay) 中 之 多 
项 式 ，p'(%) (p(w) 的 + 象 ) 看 成 K'(Bi) 中 的 多 项 式 . 卫 就 是 
p(9) 在 下 (oa) 上 的 分 裂 体 而且 B 就 是 p(w) 在 K'(B1) 上 
的 分 裂 体 ，2p(o) 在 天 (oa) 中 的 根 的 个 数 至 少 比 p(o) 在 玉 中 
的 根 数 多 一 个 。 于 是 不 在 玉 (a) 中 的 根 的 个 数 就 小 于 n. 由 


”归纳 假设 7 就 可 开拓 为 映 名 成 如 的 同 构 ， 它 显然 也 是 0 的 


开拓 . 

系 ”如果 2(z) 是 体 下 中 的 多 项 式 ， 那 么 p(o) 的 两 个 任 
意 的 分 裂 体 相互 同 构 . 

取 K'=KK 并 且 把 o 取 为 恒 同 映射 即 o《w) 一 2， 由 命题 
10 得 到 本 系 . 

根据 本 系 , 简 用 “p(w) 的 分 裂 体 ”这 个 述 语 就 是 正当 的 , 因 
汐 pw) 的 两 个 任意 的 分 裂 体 同 构 ， 如 果 2(o) 在 其 一 个 分 裂 
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体内 有 重 根 ， 那 么 在 其 男 一 分 裂 体 中 亦 然 . “p(w) 有 重 根 ”这 
个 述 语 因此 与 分 询 体 无 关 . 

读者 在 考 忠 KK 为 有 理 数 体 这 种 特 款 时 就 会 明了 刚才 所 
证 唯一 性 命题 的 意义 。 如果 p(®) 为 此 体 中 之 不 可 约 多 项 式 ， 
从 而 求 得 一 个 扩 体 KK(a) 使 得 p(a) 一 0, 那么 对 这 种 体 的 作法 
有 二 ， 第 一 法 如 0 节 中 所 述 的 抽象 方法 ， 第 二 法 根据 所 谓 代 
数学 的 基本 定理 ,由 此 可 求 得 复数 w 适合 p(aw) =0， 第 二 法 
与 第 一 法 显著 不 同 ， 因 为 w 的 作法 引用 到 极限 和 分 析 的 其 它 
方法 。 但是， 根据 命 题 8 可 知 KCa) 与 玉 (e') 这 两 个 体 是 同 
构 的， 由 命题 10， 对 多 项 式 的 分 裂 体 有 相似 的 命题 ， 因 
此 ， 对 于 代数 命题 的 论证 用 不 着 这 个 代数 学 的 基本 害 
理 . 


了 多项式 分 解 成 不 可 约 因子 的 唯一 可 分 解 性 


命题 11 如 果 p(w) 是 体 攻 中 的 多 项 式 , 而 且 
PP) = p12) Poor) = 91(2) qal2) es (%) 
是 pw) 分 解 成 下 中 不 可 约 多 项 式 的 两 种 因子 分 解 式 ， 其 中 
每 个 因子 至 少 是 一 次 多 项 式 , 那么 7 一 s， 而 且 由 9; 的 适当 编 
号 得 到 Di(z) 一 cqi《X)， 其 中 的 c6 2 二 1，2,….， r+ 都 是 下 中 
证 取 下 的 扩张 , 使 得 其 中 有 Pi1(2) 之 一 根 a。 把 w==a 
代入 (8) pa (8)…pr(w) 一 qi(w)9a(w)…gqs(%), 就 有 
0~g1(a) ga 0) .gs (0), 
因此 必定 有 一 因子 , 设 为 qi(a), 是 零 。 所 以 qu(w) 可 被 pi(8) 
整除 , 因为 91(%) 不 可 约 , 故 得 Da(z) 一 0191(%), 其 中 的 61 局 于 
天 ,将 此 代入 分 解 式 再 约 去 因子 q1(%), 就 得 到 c1 pa(2)…PA2) 
= qm) "qs (9). 由 归纳 法 得 到 命题 的 证 明 . 


了 . 群 特征 标 

设 G 为 乘法 群 , 玉 为 体 . 是 上 映 CG 到 五 的 这 样 的 映射 : 
对 中 所 有 的 a, 6 有 olaB8) 一 o(a)o(B)， 如 果 有 一 个 a 使 
得 ola) 一 0, 那么 对 GG 中 任 一 个 8B 就 有 

0(B)=o aa 8B) = oa) oa B) =0. 

这 种 不 重 要 ， 因 此 还 要 求 对 G 中 所 有 的 ww 都 有 cf(o) 关 0. 
把 这 样 的 映射 各 称 为 从 G 到 五 的 特征 标 . 

命题 12 设 G 为 乘法 群 ，01, 0s,…, 0 为 两 两 不 同 的 
从 G 到 体 玉 的 特征 标 ， 那么 ci oo,…, 0 是 线性 无 关 的 ; 
-就 是 说 ， 如 果 玉 中 有 元 ci cz，…， qn 使 得 方程 4101 (2%) 
十 dz02(2) 十 … 十 onon(w) 一 0 对 G 中 所 有 的 2 都 成 立 ， 那么 
G1 一 ga 一 … 一 an 一 0， 

证 明 用 归纳 法 .对 %==1， 由 axoi(Co) 一 0 得 到 ca 一 0， 欠 
为 ci(o) 0， 设 mn 之 1, 假定 此 命题 对 小 于 % 个 特征 标的 已 证 
明 ， 把 一 个 假设 的 关系 用 如 下 两 种 方法 来 变形 . 

设 w 是 98 中 的 待定 的 元 .第 一 变形 是 其 az 代 第 二 
是 以 mm(o 乘 原来 的 关系 ， 这 样 得 到 的 两 个 关系 是 

aoi(oa)oigz) 二 aaoo(ajaa(o) 十 … 十 Gaon(a)on(o) 一 0， 
ai0n (QO) O18) 十 doorn(ayas(2) 十 … 十 don(a)on(o 一 0。 
相 减 得 
Q1(01(0) — on(o)) oY) + 
十 Co ton (a) 一 On (0)) ony (2) ~0., 
由 归纳 假设 得 出 特殊 的 
ai(oi(a) ~ ol0)) =—0. : 

因为 n>>1, 01 与 0 是 不 同 的 特征 标 . 因此 必 有 中 的 一 
个 a 使 得 oi(a) 关 on(a)， 由 a 的 这 样 选择 必 有 a 一 0. 将 此 
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用 到 原来 的 关系 , 就 由 归纳 假设 也 得 到 wa 一 cs 一 … 一 an 一 0. 

把 这 命题 应 用 到 G 是 体 召 中 乘法 群 的 情况 ， 并 且 这 些 
特征 标 是 映 召 到 B' 的 同 构 ， 妃 的 乘法 群 就 是 鼠 中 所 有 蜡 
于 零 的 元 以 体 的 乘法 作为 运算 来 理解 的 . 

系 如 果 召 与 BR 是 两 个 体 ， 而 县 cy aa， …，an 是 两 两 
不 同 的 喘 盏 到 的 同 构 , 那么 co 06,…, 0 是 线性 无 关 的 . 

如 有 果 01,，02,…，, ow 是 映 体 吾 到 体育 的 同 构 ,那么 把 耳 
的 元 5 之 具有 性 质 ea(a) 一 ca(O) 一 … 一 as) 者 称 为 在 cz 
oo， an 下 五 中 的 不 动 点 ， 其 所 以 选用 这 种 名 称 , 是 因为 在 
这 些 a 是 自 同 构 ， 而 cx 又 特别 是 恒 同 映射 的 情况 下 ， 就 有 
oi(9) =01(9) 一 q。 

引 理 必 的 不 动 点 集 是 了 的 于 体 ， 把 它 称 为 关于 os 
09,，…， On 的 不 动 点 体 . 

因为 设 4, 5 为 不 动 点 , 就 有 

osfa 士 四 一 asf(a) 士 ai(8) 一 ai(c) 士 ciD) 
一 Org 十 站 ， 
并 且 ~ 
Gia) =0:(0) 016) —01(@) 0B) ~0s(@D). 
从 ud 一 cz(o) 还 得 到 
oa 有力 一 (co)) l= (0(0)) = oa ). 

因此 , 两 个 不 动 点 的 和 . 差 与 积 仍 为 不 动 点 , 并 且 不 动 点 的 道 
元 也 是 不 动 点 . 

命题 13 设 wxz，aa，…，os 为 两 两 不 同 的 映 体 五 到 体 
”加 的 同 构 , 五 是 如 的 不 动 点 体 ， 那么 (B/EK)>n. 

证 从 假定 (B/K) =r<n 来 导致 矛盾 . 设 wi, oo， 
…, @r 是 区 上 的 向 量 空 间 且 的 一 个 生成 系 。 在 齐 次 线性 方 
程 


ee S11。: 


oO MT GW) vat on (001) tn =0, 
aa(aos)or 十 cs(aos)09 十 … 十 oo(as)wm 一 0， 
gi mT os) ta ton wv, —0 
中 ,未知 量 个 数 比 方程 个 数 多 , 所 以 有 非 平凡 解 , 记 为 中，zo 
…， Bn。 对 召 中 任 一 元 9， 总 可 以 在 长 中 找到 元 41， 92 …， 
Wr， 使 得 &= 一 azoz 十 aoos 十 … 十 orar， 以 oa) 乘 第 一 个 方程 ， 
01(42) 莱 第 二 个 , 等 等 .因为 w 是 不 动 点 ,就 有 old)= ai(ae， 
如 此 得 到 
ou(axoz)yox 十 十 Cnfolot)on 一 0， 
ci(aror)o 十 … 十 on(arcr)m 一 0. 
把 这 些 方 程 加 起 来 就 有 
ci(a)m 十 oa(a)os 十 … 十 os(a)zu 一 0， 
因为 w 不 全 为 零 ， 这 个 方程 是 与 cy， ca，…，con 的 线性 无 关 
相 矛 盾 的 . 
系 如 果 OT1, Ca, *"', 后 你 了 的 自 同 构 ， 并 且 下 是 EB 
证 如 果 这 些 os 之 中 及 丘 疝 英和 就 直接 得 到 结论 ， 如 
困 没 有 , 就 把 便 同 映射 加 进去 , 从 而 得 到 (B/EK) 之 n 二 1. 
设 羽 是 体 召 的 子 体 ， 是 吾 的 自 同 构 , 如 果 对 于 玉 中 
”的 每 一 元 4 总 有 o(a) -中 就 说 = 使 及 不 变 . 
”。 设 0 与 是 如 的 两 个 自 同 丢 ,把 映射 o(z(o)) 简 写 戌 o7， 
读者 不 难 证 实 它 也 是 自 同 构 。 
[例如 oT (v8) =a(T(0:9)) =o (rT(m) Ty)) 
=0o(T(m)) oT(9))], 
cz 称 为 0 与 + 之 积 . 已 看 到 自 同 构 o 之 道 o 1 人 仍 为 自 同 构 . 
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立即 得 出 , 由 此 乘法 使 得 所 有 自 同 构 的 集 作成 一 群 

如 果 召 的 两 个 自 同 构 使 子 体 及 不 变 ， 那 么 其 积 与 逆 也 
使 体 KK 不 变 ， 召 的 那些 使 K 不 变 的 自 同 构 就 作成 一 群 G. 
如 果 从 这 个 群 9 来 决定 G 的 不 动 点 体 玉 '， 那 么 一 般 具 可 以 
说 玉 是 区 ' 的 子 体 . 

“GG 命题 13 的 应 用 与 例子 

如 下 面 的 一 系列 例子 , 命题 13 作出 强 有 力 的 结论 . 

1. 设 大 为 体 ， 考虑 变量 zx 的 所 有 有 理 函 数组 成 的 体 
至 -Ko)， 把 召 中 的 每 个 函数 jw) 吏 成 几 二 ) 显 然 得 召 的 
一 个 自 同 构 ， 由 f(%) 映 成 fC 一 2) 也 是 五 的 自 同 构 ,把 这 


两 个 自 同 构 用 一 切 方 式 合成 起 来 ， 充 其 量 只 得 六 个 不 同 的 自 
同 构 , 即 


cxf(w)) 一 f(w) ( 恒 同 映射 )， oa(f(@))=f( 荆 )， 
of (0)) Fo), oF (0)) =f(1—), . 
osCf 0) =f(4), of 0) f(s ET). 
所 属 的 不 动 点 体 记 为 有 K，K 由 满足 方程 
10 91) 1 
-f(z27) z . 
的 所 有 有 理 函 数组 成 ， 只 要 验证 前 两 个 方程 就 够 了 ， 因 为 其 


余 的 都 是 由 这 两 个 产生 的 结果 . 容易 看 到 , 范 数 
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属于 下， 因此 工 的 所 有 有 理 函 数组 成 的 体 S=6( 了 属于 体 
五， 

要 证 外 =S 并且 (B/K)~6. 其实 由 命题 13 得 到 
(如 / 尺 ) 之 6， 因为 SCK， 所 以 只 要 证 明 (B/S5)<6, 但 是 
互 =S(x). 因此 只 须 找 到 一 个 六 次 方程 , 其 系数 为 8 中 元 , 此 
方程 为 = 所 满 足 ， 下 列 方程 ， 

(2 一 十 1)3 一 了 oo2(0 一 1)2 一 0 

是 具有 这 性 质 的 . 

建议 读者 把 这 种 体 的 研究 作为 练习 ， 以 便 以 后 能 导出 所 
有 的 中 间 体 . : 

2. 设 7 为 体 ， 加 一 Kw1， wma， …， tw) 为 nn 个 变量 wa， va， 
…， wn 的 所 有 有 理 函 数组 成 的 体 ， 如 果 (pi, ra, …， zm) 是 
(i,，2,…, %) 的 一 个 置换 ,那么 把 召 的 每 个 函数 (21, oa …， 
ww) 中 的 久 代 以, m2 代 以 2% …, was 代 以 42,,， 由 这 种 方 
法 得 到 的 换 吾 成 为 自身 的 上 映射 显然 是 一 自 同 构 ， 由 此 作出 
m1 个 自 同 构 (包含 书 同 映射 在 内 ).、 设 下 为 不 动 点 体 ， 即 所 
谓 “ 对 称 函数 ”全 体 组 成 的 集 . 命题 18 指出 (如 /K) 宇 n1。 现 
在 来 考虑 多 项 式 

了 (一 (一 加 ) (一 加 ) (tn) = tt 
其 中 
Ga 一 一 (oO 十 ze 十 … 十 0 ， 
Ca 一 十 (oa0a 十 Vi03 十 十 2 12n)， 

并 且 一 般 的 @ 是 (一 4)' 乘 以 由 wi wo, …, 和 中 到“ 个 不 同 
变量 的 所 有 乘积 的 和 . 这 些 函 数 dx，ca，…，cn 称 为 初等 对 称 
孙 数 , 而 cz，4ds，…，cr 的 所 有 有 理 函 数 的 体 S= a, Co，…， 
Qs) 显 为 KK 的 子 集 . .与 前 例 相似 ,要 证 明 5S= 下 ,而 和 且 (B/K) 
一 n!。 为 此 只 要 证 (B/S5) 专 mn!1。 为 此 作出 下 列 体 序列 : 
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A ac CSiCSo 一 吾 ， 
其 中 定义 
人 ,一 9 Si—=SH (vrs, Vrs, **", on) = S11 (Tar1). 
只 要 证 明 (S VS is， 因为 S43 由 9S, 通过 wi 的 添加 得 到 ， 
就 必须 找到 以 5S; 中 元 为 系数 ,最 高 次 数 为 的 wi 的 方程 .所 
t Firilt 

OIC TC CN) -0 
并 且 五 ,Q) = 湖人， 如 果实 行 常用 的 ( 轰 转 相 ) 除 法 , 那么 了 Kt) 
就 作为 于 的 一 个 4 次 多 项 式 , 其 最 高 项 系数 为 直 其 余 系数 是 
变量 qt，ca，…，an 与 oil，0tta ,Wn 的 多 项 式 ， 在 这 些 过 
式 中 共有 整数 作为 系数 出 现 ， 显然 是 ED) 一 9 的 根 ， 

由 至 今 所 得 结果 附带 得 出 (S_ aySo = 所 以 人 上 的 向 
量 空间 S, 1 由 元 1 oo 人 3, …, wf! 生成 . 于 是 ,从 命题 6 的 
证 明 得 出 ，S 上 的 向 量 空间 召 就 由 下 列 w! 个 元 所 生成 ; 
(*) wa， 其 中 的 每 个 v6 一 1., 
因此 恕 的 任 一 元 可 唯一 地 写成 以 S 中 元 为 系数 的 这 %! 个 元 
的 一 个 线性 组 合 ， 如果 妞 中 一 元 是 oo wo,，…, wr 的 多 项 式 ， 
那么 将 进而 证 明 其 系数 也 是 da， da …，q 的 多 项 式 . 假定 
这 全 已 得 到 证 明 ， 通 常 形式 的 对 称 函 数 主 要 命题 便 作 为 它 的 
特例 得 以 证 明 . 这 个 主要 命题 是 说 , 不 动 点 体 五 中 的 多 项 式 
9(o oa 0) 一 g 也 可 以 写成 ab aa … 的 多 项 式 . 
由 于 太一 S，g 就 可 以 浅显 地 写成 (*) 的 元 的 线性 组 合 ， 其 中 
除了 属于 vi=2 一 … 二 vm 一 0 的 这 一 项 外 ， 所 有 项 的 系数 为 
0, 9 自身 作为 这 项 的 系数 ， 如 果 上 述 的 命题 证 明了 ， 那 么 由 
表示 的 唯一 性 得 出 ,9 就 是 41，4s，…， 4 的 多 项 式 ， | 

为 了 证 明 这 个 附带 的 命题 ， 设 gle wa，…, ww) 是 吾 的 
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任 一 多 项 式 ， 因为 Fi(wm1) =0 是 vw 的 一 次 方程 , oz 就 可 以 表 
成 w 与 me, wm3，…， wn 的 多 项 式 . 把 这 表 式 引 到 g (wi, 22,，…， 
won) 里 ， 由 as(os) 一 0 就 可 以 把 吗 或 更 高 的 笑 表 成 za 2 …， 
mm 与 mw 的 多 项 式 ,可 是 ,其 中 wo 的 最 高 寡 不 过 只 有 上 工 次 寡 出 
现 ， 由 Fs(%s) 一 0, 03 与 oa 的 高 次 刊 可 表 成 28，tm4，……，%p。 与 
4 的 多 项 式 ， 其 中 ws 最 高 不 过 二 次 ， 如 果 把 这 些 表 式 代 入 
g(cu va, …，w) 就 看 到 它 可 写成 w 与 w 的 多 项 式 ,其 中 vw 的 
次 数 是 低 于 防 的 . 因此 ，g (ca，awa，…，o) 就 是 (*) 中 那 4! 个 
项 的 线性 组 合 。 但 是 这 些 项 的 系数 而 今 都 是 wu 的 多 项 式 了 . 


开 . 正规 的 体 扩 张 


回 到 命题 13 的 系 所 述 的 情况 ， 如 此 , 设 卫 为 体 , 01, cy， 
…，on 为 召 的 自 同 构 ， 并 设 豆 是 百 中 所 有 这 样 的 元 组 成 的 
子 体 ， 其 中 每 个 元 由 每 个 cs 映 成 自身 . 已 证 ( 召 / 开 ) 关 mn， 如 
果 这 些 o 组 成 的 集 G 并 不 是 群 ,那么 , 或 者 有 两 个 as 的 积 是 
新 的 元 , 要 不 , 就 有 一 个 0 的 道 元 是 新 的 元 ， 即 召 的 新 的 自 
同 构 。 如 果 把 它 加 入 这 些 xx 中 ,那么 自身 不 变 , 因此 得 到 
( 吾 / 羽 ) 关 m% 十 1。 因 此， 命题 13 的 系 中 等 号 是 不 成 立 的 ， 所 
以 ， 从 现在 起 假设 G 作成 一 个 群 。 于 此 情况 中 ， 起 一 定 作 用 
的 是 如 中 的 这 个 函数 = 

S(a) = 一 ca(a) 十 oa(a) 十 … 十 on(a)。 
如 果 把 一 个 os 作用 于 8(o, 就 得 到 这 样 的 和 
aio) 十 aitoafa) 十 … 十 aion(a) 。 1 
因为 G 是 群 , 这 些 自 同 构 cai，csoa，…，cov 不 过 是 oa ca， 
…，on 的 置换 序列 .这 就 指出 So 经 过 所 有 的 ce 而 不 动 , 因 
此 它 属于 下 。，S (a) 这 函数 也 称 为 a 的 迹 , 它 不 恒 等 于 零 ， 否 
则 就 与 01,，02,…， os 的 线性 无 关 性 矛盾 。 现 在 来 证 明 


命题 14 ”如果 wa ca …:， os 作成 体 召 的 自 同 构 群 ， 并 
县 下 是 所 属 的 不 动 点 体 ,那么 (B/K) 一 nm 
证 ”由 命题 18 就 只要 证 明 吾 的 % 十 i 个 元 a4, as，…*， 
sti 对 于 五 总 是 线性 相关 的 . 为 此 来 考虑 了 下列 五 中 线性 齐 
次 方程 组 . 
WiOT 01) + variTt a) + et nT ant1) =—0, 
03G31 (az) 十 aaa31 《ca) 十 … 十 mac3 ant1) =0, 
WiOn (C01) + wa0n! Cao) + onon (Gnt1) 一 0. 
因为 未 知 量 个 数 多 于 方程 个 数 ， 就 有 非 平凡 解 . 设 有 心太 0. 
因为 这 些 方程 还 可 乘 以 五 中 任 一 因子 ， 就 能 使 得 wz 是 瑟 中 
的 、 其 迹 非 零 的 元 ,于 是 分 别 以 cs 作用 于 第 个 方程 。 结 果 
为 
Op) 0 Oma) a ot nt1 = 0. 
对 5 求 和 ,得 到 
Sw artS(w) ost .+S var) nti— 0. 
因为 S(w%,) 属 于 ,而 SCwi) 关 0, 所 述 的 线性 相关 性 已 得 证 . 
系 1 在 命题 14 中 的 同样 条 件 下 得 到 使 体 下 不 变 的 
五 的 自 同 构 o 必 属于 GG. 
证 如果 o 不 同 于 所 有 的 st， 把 这 o 加 入 QB。 不 变 ， 
由 命题 13 得 到 (有 /KD) 宇 n+1, 与 命题 14 矛盾 . 
由 此 立即 得 到 | 
系 2 万 的 不 同 的 自 同 构 属 有 不 同 的 不 动 点 体 . 
定义 ”如果 为 其 扩 体 吾 的 有 限 自 辐 构 群 的 不 动 点 
体 , 那么 扩 体 有 召 称 为 体 玉 的 正规 扩张 . 
设 f(w) 为 K 中 多 项 式 , 如 果 其 不 可 约 因 子 没有 重 根 ， 那 
么 f(z) 称 为 可 分 的 . 设 琶 为 体 及 之 一 扩张 为 召 中 的 
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元 ,如果 a 是 正中 一 可 分 多 项 式 f(w) 之 一 根 ,那么 证 的 这 个 
元 a 称 为 可 分 的 . 如 果 如 的 每 个 元 都 是 可 分 的 ， 召 就 称 为 
下 的 可 分 扩张 . 

命题 15 有 上 的 正规 扩张 ， 那么 
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a 在 G 的 这 n 个 和 同 构 作 用 下 所 得 两 两 不 同 的 象 荐 ca 0, 
“…， 0%， 那么 多 项 式 
PV) 一 (2 一 0 (2 一 oa) v0) 

就 是 区 中 的 以 a 为 其 根 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 把 G 的 这 n 个 元 都 乘 以 o4， 那 就 得 到 G 的 所 有 元 . 
这 就 指出 , 个 元 

i), oa), ay(or) 

不 过 是 ,as，…, or 这 些 元 的 一 个 置换 . 因 此 p(o) 的 系数 
经 os 作用 不 变 ， 于 是 po) 就 是 环 中 多 项 式 , 而 且 2(O 显 然 
是 可 分 的 . 因为 a 和 直 身 出 现在 & 的 这 些 象 之 中 ， p(w) 就 有 根 
x。 如 果 芭 中 有 以 a 为 其 和 根 的 某 个 多 项 式 f(w)， 那 么 也有 
Oxf (0))=0, 从 而 了 (orl@)) 一 0， 所 以 了 Cw) 也 具有 根 oz, ow， 
…,， or， 因 此 可 被 p(w) 上 整除。 这 就 指出 2(o) 的 不 可 约 性 ， 完 
满 地 证 明了 本 命题 . 

村 设 忆 是 到 的 正规 扩张 ， 2(%) 为 有 根 a 在 召 中 的 区 
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证 由 于 属 a 的 不 可 约 多 项 式 的 唯一 性 ，p(%) 就 应 当 是 
那个 在 命题 15 所 作 的 多 项 式 ， 它 显然 在 召 中 分 解 成 纯 为 线 
性 的 因子 . 

命题 16 设 刀 是 具有 群 G 的 、 上 的 下 规 如 张 且 为 中 
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体 8B 不 变 的 自 同 构 组 成 . 

证 设 品 为 由 中 那些 使 得 体 B 不 变 的 自 同 构 组 成 的 
子 群 ， 把 群 卫 的 阶 记 为 v， 设 如 的 不 动 点 体 为 鼠 . 于 是 
BCB', 从 而 应 当 证 明 B=B'. 今 有 (B/B') 7， 因此 (8B/B》 
之 r"， 从 而 只 要 证 明 (B/B)=r, 把 QQ 的 自 同 构 ot 作用 于 8B 
上 ,就 把 B 映 成 其 同 构象 ， 然 而 可 能 有 不 同 的 自 同 构 作 用 在 
BB 上 产生 相同 映射 . 即 如 对 中 所 有 元 8 都 有 o1(B8) 一 01C8).” 
这 就 等 价 于 o7!1oy(8)==B, 因此 等 价 于 这 oftcy 是 属于 口 的 . 
也 就 是 等 价 于 oj 属于 旁 系 co， 因此 , 一 个 旁 系 oD 的 元 正 
好 就 是 那些 作用 于 体 B 上 产生 相同 闻 构 的 元 ， 因 此 如 果 设 
% 一 78， 那 么 8 就 是 这 些 旁 系 的 个 数 . 于 是 GG 的 元 作用 于 B 
上 就 正好 产生 * 个 不 同 的 同 构 上 映射， 一 方面 ,这 s 个 不 同 映 
射 的 不 动 点 体 当 然 是 体 鼠 , 另 一 方面 ,由 命题 13 知道 , 必 有 
《B/K) 之 s， 两 个 不 等 式 (Z/B)>>r，(B/K) 之 s 相 习 得 出 
(至 / 玉 )>>m。 既然 此 处 的 等 号 是 成 立 的 ， 前 两 个 不 等 式 中 的 
等 号 也 必定 成 立 。 于 是 (至 /了 B) =?+，(B/ 玉 ) =s, 命题 便 完全 
， 证 明了 ， 

由 此 证 明 引 起 ， 对 于 每 个 在 玉 上 具有 次 数 8 的 中 间 体 
也 在 互 中 显然 有 B 的 个 不 同 的 同 构 ,它们 使 得 下 的 每 个 
元 都 不 动 , 而 且 每 个 这 样 的 同 构 是 由 人 G 之 一 元 所 产生 .容易 
油 到 ,在 瑟 的 任 一 扩 体 中 , 绝 不 会 有 使 忆 每 元 不 动 的 BB 的 更 
多 的 同 构 ， 和 否则 , 把 它 加 入 3 个 已 知 的 同 构 之 中 .下 就 是 这 
s 十 1 个 同 构 的 不 动 点 体 ， 那 么 由 命题 13 就 必定 会 得 出 次 数 
(B/EK)>s+1. 

如 上 已 知 , 属于 GG 的 每 一 子 群 口 就 有 一 个 中 间 体 B， 即 
的 不 动 点 体 ( 包 含 下 的 ). 不 同 的 子 群 由 命题 14 的 系 2 便 
导出 不 同 的 中 间 体 ， 最 后 ， 由 命题 16 指出 , 每 个 中 间 体 已 是 
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G 的 一 个 子 群 口 的 不 动 点 体 ， 因 此 , 这些 子 群 与 中 间 体 的 对 
应 是 一 一 的 . 

如 果 Ua 与 Us 是 分 别 以 Bi 与 Ba 为 其 不 动 点 体 的 子 群 ， 
而 且 DaCTa。, 那么 显然 Bi 一 Ba:， 如 果 Bi 二 Ba， 那么 使 Bi 不 
变 的 每 一 自 同 构 就 也 使 Bs 不 变 ; 因此 得 到 WazcCUs， 于 是 ,上 
、 述 对 应 使 包含 关系 相反 . 最后， 由 此 对 应 使 整个 群 G 对 应 于 
体 天 , 仅 由 恒 同 元 组 成 之 子 群 对 应 于 整个 体 如， 因此, 为 了 
描述 这 些 中 间 体 ， 便 可 利用 它们 所 属 的 G# 的 子 群 . 现 用 实例 
说 明 如 下 : 

设 万 为 中 间 体 ， 它 所 属 的 子 群 为 品 , 0 为 G 之 一 元 ， 由 
o 的 作用 得 五 的 象 c(B) 为 一 中 间 体 .机 求 vcCB) 所 属 的 子 
群 . c(B) 的 元 具 形式 c(8), 其 中 属于 B. 必须 从 G 中 求 得 
这 样 的 元 5 使 得 每 个 (6) 都 不 动 , 因此 就 是 rc(8) =o(B). 
此 方程 与 o 1ro (lB) 一 B 等 价 , 而 这 就 是 说 ,ozc 属于 0, 于 
是 自身 便 属 于 oUo .因此 ocUo 就 是 ol(B) 所 局 的 群 . 

立刻 可 以 判断 在 什么 条 件 下 B 是 玉 的 正规 扩张 . 如果 
(B/ 玉 ) 一 s， 就 已 看 到 一 般 只 可 能 有 B 的 个 同 构 ( 使 尺 不 、 
变 的 ) 在 召 的 扩 体 之 中 ， 而 所 有 这 些 个 同 构 都 是 由 GG 中 之 元 
所 产生 的 . 如 果 BB 在 KK 上 是 正规 的 , 那么 男 一 方面 就 必定 有 
B 的 8 个 自 同 构 ， 因 此 每 个 同 构 就 必定 是 B 的 自 同 构 .于 是 
对 于 人 G 中 所 有 的 0 必 有 o(B) 一 B. . 按 上 所 述 就 是 说 ， 对 于 
G 中 所 有 的 o 都 有 oUo =0. 这 种 子 群 U 如 众所周知 称 为 
G 的 正规 子 群 .因此 , 如 果品 是 9 的 正规 子 群 ， 那么 BB 就 正 
好 是 KK 的 正规 扩张 . 

现在 假设 中 间 体 是 K 的 正规 扩张 ， 因 此 忆 便 是 G 的 
正规 子 群 ， 每 个 使 不 变 的 BB 的 自 同 构 因 此 就 是 由 人 名 之 一 
元 0 作用 于 BB 上 产生 的 .既然 旁 系 oD 的 每 一 自 同 构 作用 于 
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B 上 产生 与 o 生 成 的 自 同 构 相同 ， 记 求 的 B 的 那些 自问 构 便 
与 那些 旁 系 cU 有 一 一 对 应 关系 .如 果 o 与 D 是 两 个 这 
样 的 旁 系 , 那么 它们 就 相当 于 分 别 以 o 与 + 作用 于 B 上 所 得 
的 自 同 构 ， 所 以 它们 的 合成 由 处 于 旁 系 o7D 中 的 自 同 构 of 
得 到 .因为 如 是 正规 子 群 ,这 旁 系 crU 就 是 cU 与 dD 的 积 . 
看 到 B 的 那些 自 同 构 的 合成 一 如 那些 旁 系 . 正规 子 群 可 的 
旁 系 群 称 为 商 群 G/I， 因此， 在 这 种 意义 下 及 的 正规 扩张 
互 具 有 自 辐 构 群 G/D. 

总 结 起 来 便 证 明了 

命题 17 (基本 命题 ) 设 召 是 具有 群 G 的 、 玉 上 的 正规 
扩张 . 把 G 外 每 个 了 如 可 对 订 训 抽 不 到 点 入 那么 由 此 
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“现在 为 J 万 是 下 的 正规 扩张 需要 求 得 一 个 简单 的 条 
件 ， 把 它 氢 述 为 
命题 18 如 果 吾 是 五 中 一 个 可 分 多 项 式 p(o) 的 分 弄 
体 ,那么 如 就 正好 是 K 的 正规 扩张 2 
证 工 设 召 是 下 的 正规 扩张 , oa， oa …， 00, 是 KK 上 
的 向 量 空间 如 的 生成 系 ， 设 p.(w) 是 以 oo 为 根 的 区 中 不 可 
了 D “如果 …, 那 么 … 就 正好 是 …” 是 口语 直译 ,其 实 ,这 就 是 说 : 前 一 句 的 充 
要 条 件 为 后 
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约 多 项 式 . 已 知 p(w) 是 可 分 的 而 且 在 加 中 完全 分 解 成 线性 
因子 . 取 
P(%) —p1(%) Pav) pn 四 ， 

于 是 , P(o) 是 可 分 的 而 且 在 如 中 分 解 成 纯 为 线性 的 因子 .天 
为 所 有 的 央 都 在 2(2) 的 根 中 出 现 , 其 分 裂 体 正好 就 是 五 . 

2. 设 p(w) 为 KK 中 可 分 多 项 式 , 召 是 它 的 分 裂 体 ， 设 群 
GQ 是 召 的 所 有 使 KK 不 变 的 自 同 构 ， 因 为 ( 吾 /K) 有 限 ， 由 命 
题 13 的 系 , G 便 也 是 有 限 群 。 只 要 证 明 , 几经 G 的 所 有 元 作 
用 而 不 动 的 如 中 元 9, 必定 是 属于 KK 的 元 ; 因为 如 此 五 就 是 
G 的 不 动 点 体 了 . 如果 2P(o) 的 根 都 在 五 中 ,就 有 名 = ,上 
述 显然 为 真 . 因此 假设 P(o) 正 好 有 wm 个 不 在 五 中 的 根 其 
中 mm 之 1。 还 假设 对 所 有 那些 不 在 K 中 的 根 数 较 % 为 少 的 
2(2)， 上 述 已 得 证 明 ， 设 号 为 p(w) 之 一 根 , 它 不 在 大 中 ,并 
设 pi(%) 为 中 的 以 ow 为 根 的 不 可 约 多 项 式 。 因为 p(w) 可 
分 ，pi(wm) 就 没有 重 根 。 用 五 (ai) 代 蔡 基 体 严 . 于 是 p(wm) 为 
此 体 的 可 分 多 项 式 ， 并 且 吾 仍 为 其 分 裂 体 而今 2(%) 不 在 
天 (oo 中 的 根 数 已 较 m 为 少 . 因此 ， 由 归纳 假设 ， 酝 便 是 
玉 (oo 的 正规 扩张 . 使 玉 (om 不 变 的 加 的 那些 自 同 构 所 组 
成 的 群 避 于 是 就 有 五 (cz) 作 为 其 不 动 点 体 ， 并 且 忆 是 G 的 
子 群 .已 设 0 为 经 GG 中 所 有 自 同 构 作 用 不 变 之 元 . 它 当 然 
经 U 中 所 有 有 自 同 构 作用 也 是 不 变 的 ， 从 而 也 就 属于 (on). 
设 信 (的 次 数 为 9 于 是 9 具 形 式 
(x*) 0=60te0t+ … +610, 
其 中 所 有 的 c 都 在 下 中 . : 

男 一 方面 ，p1(%) 无 重 根 ， 把 pi(w) 的 根 记 为 U1, Oa, **%y 
oa， 根据 命题 8, 就 有 映 头 (ay) 成 下 (oy) 的 同 构 0, 其 中 下 的 
元 按 序 不 动 ， 而 om 则 换 成 mw，e 把 pCw) 换 成 p(w)， 体 召 为 
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在 玉 (om) 上 的 、2(o) 的 分 裂 体 , 从 而 也 是 在 不 (amy) 上 的 、 p28) 
的 分 裂 体 . 根据 命题 10, 同 构 o 可 拓展 为 映 五 成 总 的 同 构 
所 以 这 zt 就 是 G 之 一 元 ,于 是 9 经 韦 作 用 也 是 不 动 的 . 
把 Tt 作用 于 (x*), 得 到 
和 一 co 十 cio 十 十 cao 1 

于 此 ， 多 项 式 caos 开 caoe 3 十 十 c2 十 (co 一 分 就 有 了 as 
个 互 不 相同 的 根 mm，as，…，os。， 根 数 比 次 数 多 ， 那 么 所 有 的 
系数 ， 尤 其 是 常数 项 就 应 当 为 零 . 因此 0 一 co， 即 为 正之 一 
pi 

关于 自 同 构 的 算法 ， 还 给 些 附注 ， 出 实际 选择 的 生成 系 
来 描述 五 的 正规 扩张 五 , 百 = 开 (oa aa …, or). 就 是 说 ， 
每 个 元 6 是 以 下 中 元 为 系数 、aa， aa …, ow 的 有 理 函 数 . 如 
果 知 道 G 中 元 9 作用 于 如 的 生成 元 a 所 得 效果 ; 那么 这 就 
正好 把 ac 描绘 出 来 了 . 因 陛 , 通过 所 有 o (a) 的 指示 便 确 定 了 
0. 如 果 对 于 w 知道 在 下 中 有 以 f(m) 二 0 的 多 项 式 f(m)， 
那么 经 go 作用 必得 f(o(ay)) 一 0.。 于 是 clo) 必 定 是 了 (lw) 所 
必 有 的 根 ， 例如 ， 恕 是 不 具 重 根 的 一 个 多 项 式 的 分 裂 体 ， 并 
” 设 mm ao，…， om 就 是 这 些 根 ， 那 么 可 把 这 些 m 取 为 五 的 生 
成 系 ， 从 而 知道 of 把 这 些 根 排 成 一 个 一 定 的 置换 。 按 上 所 述 . 
(但 是 不 在 所 有 情况 下 都 是 实用 的 ), 因此 可 以 把 G 看 作 一 个 
一 定 的 置换 群 . 

用 一 个 例子 来 说 明 上 述 ， 细 节 让 读者 自己 去 讨论 . 设 下. 
为 有 理 数 体 , 加 为 多 项 式 mw 一 2 的 分 裂 体 ， 因 为 由 上 注 明 , 如 
何 作 分 裂 体 是 无 关 紧 要 的 , 从 复数 体 来 讨论 根 , 其 中 必 一 2 就 - 

V3, —Y2, id23, -id3. 


加 含有 V3， 也 含有 i， 这 两 个 元 就 是 五 的 实际 生成 系 . 多 
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项 式 在 KK 中 不 可 约 , 因此 得 到 
(KEK(W32)/K)=4. 
因为 尺 (W2) 只 含 实数 ，w? 十 1 在 下 (W323) 中 是 不 可 约 的 ， 
从 而 就 看 到 《 吾 / 及 ) 一 8， 作 为 一 个 可 分 多 项 式 的 分 型 体 ， 如 
就 是 可 分 扩张 , 因此 正好 具有 8 个 自 同 构 . 对 于 W323 的 象 占 
有 四 个 可 能 性 ， 对 于 “的 象 占 有 两 种 ， 因 此 看 到 在 这 种 情况 
下 ,对 于 必 2 与 的 象 的 所 有 8 个 组 合 实际 上 就 提供 了 一 些 
自 闻 构 ， 如 有 果 把 那个 换 3 为 i 以 3 而 使 i 不 动 的 自 同 构 
记 为 ci; 使 V2 不 动 而 换 i 为 一 4 的 自 同 构 记 为 z。 容易 算 
得 这 8 个 自 同 构 如 下 ， 
1, og, 0, 0%, T, oT, O02T, OT 
《这儿 的 工 指 恒 同 映射 )， 还 得 出 o~1, ?=1 以 及 tor! 
一 o-1， 由 此 读者 可 以 认识 , 这 个 群 与 一 个 正方 形 在 三 维 空间 
中 的 旋转 群 是 同 构 的 玉 上 的 向 量 空间 至 由 元 
(x###) 1, 2, YE), (CYB), 
o 2, i 2 i 2) 
所 生成 一 个 有 用 的 练习 是 来 决定 G 的 所 有 的 子 群 , 并 且 对 
每 个 子 群 来 作出 属于 它 的 中 间 体 ， 属 于 子 群 冬 的 中 间 体 几 
乎 可 如 下 来 决定 : 把 一 个 元 9 写成 带 有 待定 系数 的 、(***) 的 
那些 元 的 线性 组 合 , 如 果 对 苹 中 每 个 元 和 来 计算 (2)， 从 而 
求 出 使 得 对 口中 所 有 的 和 都 有 和 (6) 一 9 的 那些 条 件 ， 如 此 
. 便 求 得 两 个 中 间 体 ,再 也 找 不 出 更 多 的 了 . 


I， 代 数 扩张 和 可 分 扩张 


如 果 体 五 中 每 一 元 都 是 体 五 的 代数 元 , 召 就 称 为 KK 的 
代数 扩张 . 
命题 19 如 果 (B/K) 是 有 限 的 , 那么 万 就 是 玉 的 代数 


和 和 


扩张 . 

证 设 (B/K 尺 )=n， 并且 a 为 召 的 元 , 于 是 1 a oo, 
…, 0" 这 nn 十 1 个 元 在 玉 上 线性 相关 ， 而 这 样 的 线性 相关 性 
给 出 了 以 下 中 元 为 系数 的 a 的 一 个 方程 . 

现在 设 是 由 下 通过 有 限 个 代数 元 wy, as，-…, my 的 洪 
加 而 得 到 的 扩张 ， 在 体 链 KCEK (oa) CK (on as) CC … 
忆 民 (gy yy,，…, or) 一 召 中 ， 每 个 体 对 其 前 邻 都 具有 有 限 的 
次 ， 所 以 ( 召 / 开 ) 也 是 有 限 的 .因此 至 是 到 上 的 代数 扩张 . 
如 果 石 是 由 下 通过 无 穷 多 个 代数 元 的 添加 而 得 到 的 扩张 ， 
那么 每 一 单个 的 元 就 已 在 一 个 子 体 之 中 ， 这 子 体 是 由 有 限 个 
代数 元 添加 于 五 所 得 , 因此 就 是 的 代数 扩张 ， 故 得 

命题 20 凡 通 过 代数 元 添加 于 五 所 生成 的 扩张 总 是 代 
数 扩张 . 

此 外 还 要 论证 

命题 红 设 玉 CH 加 cB， 其 中 本 为 玉 的 代数 扩张 ， 


,是 加 的 代数 扩张 ， 那 么 便 是 KK 的 代数 扩张 

证 设 a 为 为 的 元 ， 由 假设 a 满足 到 中 一 个 代数 广 
程 ， 设 其 系数 为 ,ao,…, wm. 于 是 a 为 体 到 一 玉 (a1, oa, 
…,，0r) 上 的 代数 元 ,因此 ， 体 如 (在 如 上 的 次 数 是 有 限 
的 ,在 及 上 的 次 数 有 限 ， 所 以 CE'(a) /区 ) 就 是 有 限 的 。 
由 此 得 知 w 是 五 上 的 代数 元 . 

设 召 = 下 (a ao，…，or), 而且 每 个 m 在 玉 上 都 是 可 分 
的 .因此 下 中 以 ai 为 根 的 不 可 约 多 项 式 p(w) 无 重 根 . 取 
了 8) 一 Cw)pakw)…Ppr《m), 把 召 上 的 f(w) 的 分 裂 体 记 作 吾 . 
于 是 可 也 是 玉 上 的 f(z) 的 分 裂 体 ,并 把 加 作为 中 间 体 包含 
其 中 , 由 命题 18,，B' 是 K 的 正规 扩张 ， 因 此 , 由 命题 15, 到 ! 
是 KK 的 可 分 扩张 ,从 而 妞 也 是 芭 的 可 分 扩张 。 基 的 正规 扩 
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张 如 只 有 有 限 个 中 间 体 , 就 是 自 同 构 群 所 有 子 群 的 个 数 ， 因 
此 在 天 与 召 之 间 也 只 有 有 限 个 体 ， 由 此 得 
22 设 国 一 下 《aa， Oy "**, Cyr), 而 且 每 个 Os pi 


ee 


* .0 ee sa +e 4 


引 理 没 2 为 决 及 成 到 的 间 构 a 中 的 无 重 
根 多 项 式 , p'(w) 为 其 oc 象 ,那么 Pp'(w) 也 无 重 根 . 

证 设 召 是 及 上 p(w) 的 分 异体 如 是 KK' 上 wp(%) 的 
分 型 体 ， 册 命题 10，o 可 开拓 为 喘 召 成 吾 的 同 构 z， 员 中 
p(w%) 的 线性 因子 分 解 经 7 的 作用 便 得 到 EF' 中 Cw) 分 解 成 不 
同 的 线性 因子 ， 

命题 23 设 KCEicE,, 其 中 到 ,在 丰 上 可 分 ， 卫 , 在 
妃 , 上 可 分 , 并 且 都 是 有 限 次 .那么 Bs 在 及 上 可 分 . 

证 设 a 为 ;的 元 ， 而且 p(w) 是 其 所 属 的 、 如 i 中 的 不 
可 约 多 项 式 ， 由 假设 ,， p(w) 无 重 根 .把 加 扩张 到 到 上 的 正 
规 扩 体 B, 其 自 同 构 群 记 以 G. 设 召 中 p(w) 的 不 可 约 因 地 为 
P18)，Pa(w)，…， pr(w)， 它们 互 不 相同 而 且 都 无 重 根 . 把 G 
所 有 自 同 构 作 用 在 这 些 多 项 式 上 .如 此 得 到 的 那些 不 同 的 多 
项 式 记 为 94(2)，92《%),，…，9s《z)， 因 此 每 个 gi《%) 为 一 Di(%) 
的 象 ， 由 上 引 理 知 每 个 gt(o) 无 重 根 . 因为 对 给 定 的 根 其 不 
可 约 方 程 的 唯一 性 ， 没 有 两 个 %(o) 上 基 公 根 .这 些 gt 由 G 
的 一 个 自 同 构 o 作 用 得 到 s 个 互 不 相同 的 象 , 由 G 的 群 的 性 
质 , 这 * 个 人 象 多 项 式 中 的 每 个 仍 是 一 py(%) 的 人 象 ， 因 此 看 到 oo 
只 不 过 置换 这 些 多 项 式 gy(w)， 取 fw) 一 g1(w)92(%)…g(%w)， 
那么 了 (wm) 便 是 经 G 作用 而 系数 不 变 的 多 项 式 , 因此 这 些 系 数 - 
` 属于 下. .了 (w) 无 重 根 而 且 可 被 ?Cw) 整 除 , 正 是 因为 每 个 Pi(w) 
都 出 现在 这 些 qj《%) 之 中 。 由 此 得 f(a) 一 0， 从 而 在 上 
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是 可 分 的 . 

现在 要 讨论 通过 一 个 单独 的 代数 元 a 的 添加 可 以 得 到 的 
体 扩张 。 这 种 扩张 称 为 单纯 的 ，a 这 元 称 为 本 原 元 案 . 现在 
来 证 明 
命题 24 全 它 为 单纯 的 充 


re oo 


证 1. 没 万 一 KC 扩 为 单纯 扩张 ， XP(w) 为 属于 a 的、 到 
中 以 1 为 最 高 系数 的 不 可 约 多 项 式 . 设 B 为 一 中 间 体 , pi1(%) 
为 属于 a 的 、B 中 以 1 为 最 高 系数 的 不 可 约 多 项 式 . 于 是 
Px(《2) 为 p(w) 的 因子 ， 因 此 对 于 所 有 的 中 间 体 B 只 能 有 有 限 
个 Pi(w)。， 设 下 通过 pi(w) 所 有 系数 的 添加 而 成 的 中 间 体 为 

.就 有 BoB, 而 且 如 果 随 后 证 明了 Bo。 一 B， 那 就 得 出 只 
. 能 育 有 限 个 B， 为 此 只 须 证 明 (E/B) 之 (有 /Bo). 而 今 p(w) 
也 是 Bo 的 多 项 式 ， 以 a 为 其 根 . 因为 B=Bo(a)=B(a)， 
(加 /Bo) 最 高 不 过 是 pi(w) 的 次 数 ， 至 于 这 次 数 却 是 等 于 
( 召 /B) 的 . 

2. 设 召 是 KK 的 具有 有 限 次 数 的 扩张 ,只 有 有 限 个 中 间 
体 . 但 是 还 得 作 个 补充 的 假定 ， 就 是 设 玉 含有 无 穷 多 个 元 . 
设 a 与 B 是 五 中 的 两 个 元 . 对 玉 中 的 每 个 元 ce， 作 元 
Yo 一 0 十 cB， 以 及 单 扩张 区, 一 (yo)， 所 有 的 ,都 是 中 间 
体 ， 因 为 只 有 有 限 个 中 间 体 , 而 对 于 。 却 有 无 穷 多 个 可 能 , 就 
可 以 这 样 决定 6 与 4 使 得 c*8 而 正好 Ks。= Ka. Ya 与 Ye 
同 在 及。 之 中 , 所 以 其 差 (c 一 0)B6 也 一 样 在 下 。 之 中 ， 由 此 得 
出 6 在 下 ,之 中 ，a 也 是 如 此 ， 因 此 区 (a, B)CCK,， 因 为 
KoCK(m, B), 就 及 (a,B) 一 KK(yo)， 瑟 中 两 元 对 KK 的 添 
加 于 是 可 以 一 元 的 添加 来 代替 现在 因为 召 是 可 由 玉 通过 
有 限 个 元 (例如 玉 上 的 向 量 空间 召 的 生成 系 ) 的 添加 而 得 到 
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的 ,所 以 召 就 是 的 单纯 扩张 . 

3. 如 果 下 只 含有 限 个 元 而 且 允 为 其 具有 限 次 数 的 扩 
张 , 因此 至 也 只 含有 限 个 元 .对 此 情况 前 证明 于 下 节 给 出 . 

系 如果 恕 是 下 的 具有 有 限 次 数 的 可 分 扩张 ， 那 么 酝 
是 单纯 扩张 . 

证 ”由 命 古 22, 只 有 有 限 个 中 间 体 的 原故 . 

还 考 虚 体 的 一 些 简 单 性 质 ， 从 体 的 基体 的 例子 出 发 ， 熟 
知 的 有 理 数 体 记 作 @.， 进 一 层 的 体 可 以 由 数论 初步 来 了 解 : 

设 wp 为 一 寻常 的 素数 . 于 是 可 以 把 整数 集 分 成 模 p 的 同 
余 类 . 这些 同 余 类 之 间 的 加 法 与 乘法 定义 为 其 代表 的 加 与 
乘 ， 这 2 个 同 余 类 按 上 述 运算 作成 的 体 记 为 @， 因 为 由 初 
等 数论 的 命题 ， 如 果 4 不 能 被 Pp 整除 ， 同 余 式 aw 二 bp (mod 7p) 
有 唯一 解 . 

设 下 为 任 一 体 . 现在 来 研究 的 加 法 群 ， 与 乘法 群 中 
元 的 矫 or 相 类 似 ， 加 法 群 有 元 的 倍 na， 乘法 群 中 元 4 的 阶 
就 是 使 = 工 的 那个 (如 果 存 在 ) 最 小 正 整 数 mw 与 此 类 似 , 加 
法 群 中 元 @ 的 阶 倒是 使 n% 一 0 最 小 正 整 数 n, 而 今 申 明 K 
中 异 于 零 的 所 有 元 都 有 相同 的 加 法 阶 , 因为 由 me 一 0 即 得 
na*0- 雪 一 0， 因 此 对 每 个 5 就 有 nn5 一 0， 如 果 区 中 异 于 零 的 
所 有 元 都 有 有 限 阶 p, 那么 Pp 必 为 素数 .因为 如 有 2 一 "7s， 其 
中 7 过 p 且 3<<p, 那么 84 天 0 这 元 就 会 有 较 小 的 阶 "” 了。 上 述 
情况 的 刁 称 为 有 特征 Pp 的 体 ， 如 果 异 于 零 的 元 没有 有 限 的 
阶 , 那么 下 就 称 为 有 特征 0 的 . 如 此 称呼 之 所 以 合理 , 是 因 
为 在 具有 某 特 征 的 体 中 , 下 面 的 声明 总 是 对 的 : 

设 为 整数 , 4 为 及 之 一 元 ,那么 ma 一 0 之 成 立 , 正好 是 
在 : 或 者 4=0; 要 不 ”就 是 特征 的 倍数 . 

为 了 使 的 单位 元 素 与 数 1 有 所 区 别 ， 记 前 者 为 e， 设 
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天 是 特征 2p>0 的 体 . 因为 e 具 有 期 法 阶 P，。 的 倍 只 产 
生 攻 中 Pp 个 不 同 的 元 , 并 且 me 一 ne 正好 是 在 % 与 m 属 于 模 
2 的 同一 个 同 余 类 时 成 立 。 因此，。 的 倍 与 模 2 的 同 余 类 一 
一 对 应 ， 这 些 售 的 加 法 ne 十 me 一 (m+n)e 与 弱 法 me*me 
二 Wme? 一 wme 又 分 别 对 应 其 所 属 同 余 类 的 加 与 乘 . 因此 ，e 
的 倍 作成 与 @ 同 构 的 体 . 通常 只 写 m 来 代替 we， 应 当 注 意 ， 
此 后 ww 只 取 作 模 Pp 的 . 于 是 也 说 e 的 倍 梅 成 体 Q@o。 这 种 意 
义 下 的 ,就 是 区 的 子 体 ， 因为 五 的 子 体 必 会 e 所 以 也 
含 。 的 倍 , 从 而 bo 是 到 的 最 小 子 体 ， 

位 变 下 为 特征 p> 的 体 .， 对 于 Ts<Y<2 一 上 二 项 式 系 


数 | ) 一 可 5 全 和 的 分 母 既 不 能 被 素数 整除 ,分 于 却 不 
然 ， 可 见 这 系数 就 是 个 能 为 整除 的 整数 ， 把 (a 二 5)? 按 二 
项 命题 展开 ,， 那么 所 有 的 中 间 项 ( ? je 便 消失 了 , 得 到 


(CC 十 5)2 一 0 十 52， 

由 于 还 有 , 
(@8)? = arb?, 

故 得 , 把 及 中 每 个 元 映 成 其 2 条 所 得 到 的 上 喘 玉 到 本 身 的 映 
射 , 就 是 同 构 映射 .尤其 还 看 到 

(cc 一 0)? 一 op 一 0?， 
因此 这 映射 是 一 一 的 ， 由 于 or 一 6? 得 到 4 一 5.。 随 着 举 个 映 
下 成 的 同 构 的 例 ， 如 只 含有 限 个 元 (由 于 这 映射 是 一 
一 的 ). 在 这 种 情况 因此 作出 了 的 一 个 自 同 构 . 

现在 设 及 具有 特征 0. e 的 倍 we 就 都 是 互 不 相同 的 . 


因为 多 是 个 体 ，K 也 含 所 有 的 商 部， 假设 是 四 并 0， 两 个 
商 相等 了 一 -2 等 价 于 mnie 一 nme, 因此 等 价 于 wm 一 mn， 


me m'e 


988， 


从 而 等 价 于 至 一 于 -如 果 把 有 理 数 于 对 应 于 南 了 5， 那么 


在 有 理 数 与 商 之 闻 便 定义 了 一 一 对 应 ， 由 此 ， 读 者 自己 容易 
证 实 ， 有 理 数 的 和 与 积分 别 对 应 于 其 对 应 商 的 和 与 积 ， 这 种 
对 应 因此 产生 了 有 理 数 体 @ 与 次 = 集 的 同 构 . 一 如 既往 
对 于 特征 p>>0 的 情况 ， 于 此 也 通常 把 2 与 有 理 数 起 看 成 
一 样 的 ,因此 ,而 今 @ 便 是 区 的 最 小 子 体 了 . 
微分 设 了 一 f(%) =ao 二 ez 十 … 十 oaz 为 体 玉 中 的 多 
项 式 ， 于 是 定义 广 一 1 十 26az 十 … 寺 mang"!+。 读者 也 能 容易 
证 实 ,对 于 任何 两 个 多 项 式 了 与 9 总 有 
(f+9)'—f + 
(f°9)'=fy +g 
CD nf Tf, 
人 二 中 | 世 中 背 久 大 式 了 有 让 的 认可 条 件 且 在 分 型 
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设 是 Pa) 的 重地 为 E 多 要 那么 
ff 一 (vw 一 0)*"Q(w)， 其 中 Q(a) 下 0, 
由 此 得 
一 (一 四 和 Go) 十 2 一 四 QU 
— ww DQ) 十 AQ ]。 

如 果 >>1， 那 么 a 是 下 的 具有 重 数 至 少 为 一 1 的 根 ， 
如 果 8= 二 那么 Po) 一 Go 十 (2 一 oQ Go， 从 而 (oa) 
一 Q(a) 0. 由 此 了 与 六 有 a 为 其 公 根 的 充 要 条 件 是 : a 是 f 
的 上 共有 重 数 至 少 为 2 的 根 . 

如 果 了 与 六 有 公 根 a， 那 么 下 中 的 以 a 为 根 的 不 可 约 
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多 项 式 同时 为 与 P 的 因子 . 反之 , j 与 产 的 公 因子 之 任 一 
根 同 时 为 了 与 妃 的 根 . 

系 1 下 中 不 可 约 多 项 式 fo) 无 重 根 的 充 要 条 件 是: 
”于 (@) 不 是 零 多 项 式 . 

证 如 果 瑚 (z) 不 是 零 多 项 式 ， 那 么 它 有 低 于 了 (wm) 的 次 
数 . 因此，7 (o) 与 户 (w) 的 公 因 子 也 有 小 于 7(w) 的 次 数 ， 因 
为 (w) 不 可 约 ， 这 种 公 因子 就 只 能 是 常数 ， 于 是 f(z) 无 重 
根 。 然而, 如 果 户 ( 四 是 零 多 项 式 ,那么 fw) 本 身 就 是 (wo) 与 
户 (w) 的 公 因 子 , 因此 六 (ec) 有 重 根 . 

系 & 如 果 玉 具有 特征 0, 那么 每 个 多 项 式 都 是 可 分 的 . 

证 于 此 情况 以 0 为 其 导数 的 唯一 多 项 式 就 是 常数 ， 因 
此 每 个 不 可 约 多 项 式 只 有 单 根 . 

注 如 果 区 具有 特征 p>>0， 那 么 存在 不 是 常数 的 多 项 
式 , 例如 op, 其 导数 为 0. 


J. Abel 群 及 其 在 体 论 上 的 应 用 


往往 体 的 有 限 子 集 对 于 体 乘法 构成 群 这 种 群 结构 其 为 
简单 : 

命题 26 体 的 乘法 群 的 有 限 子 群 8 总 是 循环 的 ， 

其 证 明 是 根据 下 列 涉及 Abel 群 的 引 理 ; 

引 理 1 如 果 Abel 群 中 元 4 的 阶 为 ,元 BB 的 阶 为 5， 
而 且 c 是 a 与 ?的 最 小 公 倍 , 那么 群 中 就 有 以 。 为 阶 的 元 0. 

证 (a) 如 果 G 与 5 互 素 ， 那 么 C=4B 即 所 求 的 以 ce 
为 阶 的 元 . 

其 实 , 如 果 0 一 1 就 得 到 C2 一 .42B" 一 4 一 二 因此 75 
可 被 4 整除 , 从 而 7 可 被 4 整除， 同 法 可 证 得 7 可 被 5 整除， 
所 以 也 可 被 2 整除 . 另 一 方面 ,CO 一 1, 因此 a5 就 是 C 的 阶 . 
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(b) 如 果 9 为 的 因子 ， 那 么 群 中 有 以 4 为 阶 的 元 . 显 
然 好 就 是 一 个 这 样 的 元 . 
(6) 现在 考虑 一 般 情况 .、 设 pi, pa, …, Py 为 或 者 整除 
2、 要 不 就 整除 5 的 所 有 素数 ,并 设 
a— Php Pr", 
0 一 人 722 "pr. 
两 个 数 m 与 mw 中 较 大 的 记 为 如。 于 是 
C 一 ZU Pr. 
由 (b), 群 中 有 以 7’ 为 阶 的 元 , 也 有 以 p?' 为 阶 的 元 . 因此 有 
阶 为 pt' 的 元 。 由 (8) 得 证 , 这些 元 的 积 中 所 求 以 c 为 阶 的 元 . 
引 理 2 Abel 群 中 如 果 有 元 C 区 (在 有 限 
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证 最小 公信 就 
于 ec， 从 而 可 以 有 此 阶 的 元 存在 , 这 是 与 。 的 选 出 相 了 矛盾 的 . 
”现在 来 证 明 命 题 26. 设 5 的 阶 为 m 8 中 元 的 最 大 阶 为 
7， 于 是 S 所 有 元 都 满足 2'=1， 这 个 7 次 多 项 式 既 然 在 体 
中 不 能 多 于 7 个 根 ， 由 此 得 7>>n， 另 一 方面 却 有 7<n; 因为 
每 个 元 的 阶 总 是 % 的 因子 .所 以 S 中 有 以 nn 为 阶 的 一 个 元 s 
存在 ， 即 1，s，s”,…，s"”! 这 些 元 互 异 ， 从 而 表 出 了 5 的 所 
有 元 .于 是 S 为 循环 群 . 

命题 26 也 可 以 用 (有 限 生成 系 的 ) Abel 群 的 基本 命题 来 
证 明 。 因 为 以 后 要 用 到 这 命题 ， 就 在 这 儿 插 进 对 它 的 一 个 证 
明 . 

设 昌 为 Abel 群 ,其 群 运算 写成 加 法 . 设 中 元 gi, gs 
…， 可 以 使 G 的 每 个 元 9g 表 成 % 之 倍 的 和 ， 因 此 可 写作 形 
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如 0 一 na02 十 … 十 mxz0xy 那么 9a，09a，…，9gk 就 称 为 群 9 的 生 
成 元 .如 果 小 于 8 个 元 的 系 都 不 能 生成 G,， gi1，9s,，…， gr 就 
称 为 一 个 最 小 的 生成 系 . 凡 具 有 有 限 生成 系 的 群 还 有 最 小 生 
成 系 . 尤其 是 有 限 群 总 有 个 最 小 生成 系 . 

从 恒 同 式 ma 人 (ga 十 mga) 二 (na 一 ma)9a 一 91091 十 ga 得 到 
如 果 gy，9z,…， gr 生成 群 G， 那么 关 十 mga， 99，…， 狗 也 生 
成 G.。 

方程 vaga 十 iagas 十 … 十 axgx 一 0 称 为 生成 元 间 之 一 关 
系 ，Til，T22，… IT 为 此 关系 的 系数 . 

设 G1， Gs, …, Gi 都 是 Abel 群 的 子 群 ， 如 果 人 中 每 个 
元 9 可 唯一 地 吉成 和 gg=41 十 %9 十 … 十 Wy， 其 中 全 是 人 之 一 
元 ,2 一 1,2,…,%, 那么 这 Apel 群 G 就 称 为 这 些 子 群 Gi， Gs， 
…, Gs 的 直 积 . 

基本 命题 具有 限 生成 元 的 Abel 群 是 循环 子 群 的 ,Gs 
…, Gx 的 直 积 ， 其 中 Ga 的 阶 是 Giri 的 阶 的 因子 , 4 一 1,…， 
4 一 1, 并 且 上 是 一 最 小 生成 系 的 元 数 ， 此外, 数 0 了 解 为 其 中 
无 穷 群 的 阶 

如 果 %=i， 那 么 群 是 循环 的 ， 从 而 命题 显然 是 对 的 . 
假设 命题 对 于 以 一 1 个 元 为 其 最 小 生成 系 的 所 有 群 都 是 对 
的 . 设 G 为 以 五 个 元 为 其 最 小 生成 系 的 Abel 群 。 如 果 根 本 
没有 最 小 生成 系 所 满足 的 非 平 凡 关 系 ， 那 么 设 ga，9ga，…， 狼 、 
为 一 最 小 生成 系 ， 从 而 G4，Gs,…，Gi 就 是 由 这 些 元 所 生成 
的 循环 群 .对 于 @ 中 每 个 元 9 有 唯一 的 表 式 9 一 和 i 二 全 
十 mg5 否则 就 会 得 出 一 个 非 平凡 关系 了 ， 如 此 情况 命题 为 
真 ， 而今 假设 对 于 一 个 一 定 的 最 小 生成 系 满足 一 个 非 平 凡 关 
系 ， 这 最 小 生成 系 满足 的 所 有 关系 中 有 一 关系 

mg 二 Mpgx = 0, CD 


。 aa 。: ; 


其 中 出 现 那 最 小 的 正 系数 . 把 这 些 生成 元 经 过 适当 的 编码 ， 
便 可 以 假设 那 系数 就 是 ra. 在 gi, …， 外 另 一 任意 的 关系 
md91 十 … 十 ng 一 0 (2) 
中 ,mz 必 为 ni 的 因子 。 否则, my 一 qmi 填 7, 0<7 达 mz, 丽 且 
从 关系 (2) 减 去 关系 (了 的 9 售 就 会 引出 系数 Tm 的 关系 
来 了 .关系 (山中 的 mw 还 必定 是 mm 的 因子 ; …,%. 
否则 ， 
ma= gMiITr, OFLAMmI, 
在 生成 系 十 992, 99,，…， gn 就 有 关系 
mil(git 9gs) + rqa+ msg3 t+ mgr 0, 
其 中 的 系数 了 与 所 选 mz 相 了 矛盾 ， 因 此 ， 
23 一 Go97721，I123 — GM, 人 一 人 00。 
91—=91+ 9292+ + pk, 2 **', Yk 
这 个 系 是 最 小 生成 系 , 并 且 m191 一 0. 设 
0 一 191 十 9a03 十 十 Wu9x 
是 1 go …, gr 间 的 某 一 关系 . 把 这 关系 看 成 关系 (2)， 
mg1 一 0 看 成 关系 (了 ， 那 么 由 于 mz 整除 mmr， 尤其 是 有 
m91 一 0 这 个 关系 . 

设 G' 是 由 9o, 93, …， gx 生成 的 GG 的 子 群 ， 信 基 由 内 
生成 的 阶 为 mz 的 循环 群 . 于 是 G 就 是 Ga 与 和 的 直 积 ， 其 
实 ，G 的 每 个 元 9 可 写成 形式 

g 一 m191 十 R293 十 … 十 Nox 一 mgii+g 9 
其 中 yY 属于 G .这 表示 是 唯一 的 ; 由 于 
mgt 9 =—ni91+ 9" 
得 到 
(m—n) gt (9'—9") =0, 
而 刚才 看 到 ， 从 (mw 一 M4)91 一 0 这 样 的 一 个 关系 因此 就 得 到 
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91 一 M9， 把 这 个 代入 后 自然 也 得 到 g' 一 gy 

根据 归纳 假设 ，G 是 8 一 1 个 循环 群 的 直 积 ， 各 由 元 
8， 9a， *'*y 9 生成 ， 按 次 序 具 有 阶 加，-…， 加 ， 对 于 4 一 2， ” 
b 一 1, 满足 吉 是 tt 的 因子 的 条 件 . 考虑 这 些 生成 元 92 
…， 匈 及 关系 maagz 十 如 ga 一 0， 那 么 以 前 的 论证 就 证 明 了 na 
是 二 的 因子 .这 就 完成 了 证 明 . 

现在 来 讨论 有 限 体 , 即 具 有 有 限 个 元 的 体 . 

设 五 为 具 4 个 元 的 有 限 体 . 五 中 异 于 零 的 元 作成 9 一 工 
阶 的 乘法 群 ， 从 而 ws 一 一 工 为 体 中 元 a 下 0 满足， 把 这 方程 习 
到 mw 如 此 就 得 到 a 一 a， 而 今 此 方程 对 于 a 一 0 也 成 立 ， 根 

据 命题 26， 下 的 乘法 群 是 循环 的 ， 因 此 有 一 元 8 使 得 其 宕 
1，s,，s?, …，82 遍历 中 异 于 零 的 元 ; s 本 身 是 阶 为 9 一 工 
的 元 .把 这 结论 应 用 到 玉 上 的 、 具 有 有 限 次 数 的 扩张 吾 ， 那 
就 看 到 , 如 的 非 零 元 都 是 一 个 单独 的 元 a 约 竹 ， 从 而 
卫 一 kK (a). 出 此 补足 了 命题 24 的 证 明 所 留 下 的 缺 聊 . 

现在 设 (Z/K) 一 mn, al oa …， om 为 下 上 的 向 量 空间 
的 生成 元 . 召 的 每 个 元 0 有 唯一 的 线性 组 合 

0 = C1001 十 C2003 十 …' 十 Cnc0n， 
其 中 6 属于 体 牙 . 由 此 得 到 如 中 元 数 等 于 g"， 这 个 元 都 
满足 g" 次 方程 x” 一 2 二 0。 因为 这 方程 显然 不 会 有 多 于 9 个 
根 , 召 中 元 正 是 这 方程 的 所 有 根 , 从 而 每 个 根 都 是 单 根 ， 因 此 
有 分 解 . 、 
好 一 2 一 Tc 一 o)， 

积 取 遍 五 的 所 有 元 a。 由 此 得 到 ， 如 就 是 下 上 的 、 多 项 式 
"一 vw 的 分 烈 体 ， 由 命题 10 的 系 得 到 ， 攻 上 的 次 数 相同 的 - 
任何 两 个 扩张 总 是 同 构 的 , 其 中 这 种 同 构 使 五 的 每 个 元 都 不 
动 ， . 
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因为 下 是 有 限 体 ， 这 就 保证 它 的 特征 不 是 0， 设 下 的 
特征 为 p>>0, 那么 五 包含 具有 Pp 个 元 的 子 体 @o. 如 果 在 Qs 
上 的 及 的 次 数 为 "， 那么 由 上 所 论 ， 区 恰 有 Zw' 个 元 ， 即 
2&= 和 人 r， 已 经 发 党 过 在 特征 和 2 的 有 限 体 中 取 2 次 窒 是 自 同 构 . 
引用 两 次 这 种 自 同 构 , 那么 就 看 出 取 2 次 寡 也 是 自 同 构 . 一 
般 对 于 每 个 自然 数 s， 把 区 中 每 个 a 映 成 of 的 映射 都 是 下 
的 自 同 构 ， 因 此 对 于 中 所 有 的 w B, 方程 (c 士 B)7 一 ao2 十 
En, (a8B)r 一 az Br" 成 立 . 

现在 关于 给 定 的 具有 2&= 和 个 元 的 有 限 体 五 与 给 定 的 
”nn 之 1 还 要 证 明 次 数 为 nn 的 扩 体 召 的 存在 . 为 此 ， 设 在 上 
的 、 多 项 式 w”" 一 4 的 分 裂 体 为 ， 要 证 的 是 (ZB/K) 一 w， 由 
. 前 所 论 只 须 证 明 的 元 数 等 于 9"， 设 a 为 多 项 式 的 根 , 因此 
a" 一 ga 一 0, 于 是 也 可 以 把 多 项 式 写 成 形 如 (or 一 co) 一 (一 中， 
除 以 ww 一 a 并 且 以 2=a 代 入 ， 那么 得 到 g"*ar! 一 I， 因为 特 
征 整除 9%, 因此 g 当 作 体 元 是 0, 刚才 得 到 的 就 只 是 一 这 
就 指明 a 是 单 根 , 于 是 2 一 % 正好 有 9 个 不 同 的 根 . 同时 9g" 
为 2 的 宕 , 取 9" 次 容 就 是 一 个 自 间 构 .。 如 果 wa 与 有 为 方程 的 


两 个 根 , 那么 如 下 计算 指出 : a 土 B8, aB 以 及 三 (8Y0) 也 都 是 


方程 的 根 ， 
(we 土 B)m 一 az" 士 8 一 ao 土 B， 
(a6)m 一 oz" 一 ap， 
ao _a 
(各) -各 -名 
因此 看 出 , 方程 的 所 有 根本 身 作 成 具有 g” 个 元 的 体 ; 并 且 由 
分 裂 体 的 最 小 性 得 到 召 就 是 这 个 体 , 于 是 具有 om 个 元 . 
把 上 述 应 用 到 以 > 为 扩张 次 数 的 @, 基体 , 那 就 看 到 ， 对 ， 
于 给 定 的 9 一 p', 有 具 & 个 元 的 体 存在 ， 由 前 所 证 明 的 这 种 扩 
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张 的 唯一 性 得 到 , 具 相 等 元 数 的 两 个 有 限 体 总 是 同 构 的 . 

设 下 为 给 定 的 其 g 个 元 的 体 ,并 设 扩 张 次 数 为 w 的 体 为 
五 ， 那 么 就 已 经 看 到 召 可 通过 一 个 单独 元 的 添加 而 生成 ， 因 
此 以 a 为 根 的 玉 中 不 可 约 多 项 式 是 wm 次 的 .这 就 说 明 区 中 
总 有 任 给 次 数 的 不 可 约 多 项 式 . . 

现在 要 决定 有 限 体 到 的 ”次 扩张 马 的 自 同 构 群 从 ( 即 
那些 使 区 不 动 的 自 同 构 ). 已 经 看 到 , 对 于 如 中 所 有 的 a 使 
得 c(o) 一 吧 的 映射 "表示 一 个 自 同 构 . 对 于 台中 的 有 
oz 一 o 因此 知道 "使 玉 的 每 个 元 都 不 动 . 为 了 决定 5 的 阶 ， 
假定 oI， 那 就 对 五 中 所 有 的 a 需要 a? 一 a. 因为 ， 当 
s>n 时 多 项 式 w* 一 wz 上 只 能 有 "个 报 ， 另 一 方面 又 因为 
a7" 一 a 对 于 吾 中 所 有 的 a 都 满足 ，o 的 阶 就 是 mn， 而今 就 得 
到 对 个 不 同 的 自 同 构 十 oo?,…, o”!。n 次 扩张 不 可 以 有 
更 多 的 自 同 构 ，。 因 此 就 决定 了 GQ， 并 且 接 着 指明 它 为 % 阶 
的 循环 群 . 


玉 . 单 位 根 


如 果 到 为 任 一 体 ，e 为 其 一 扩 体 中 元 且 是 "一 4 的 根 ， 
那么 s 称 为 % 次 单位 根 . 

如 果 到 的 特征 p 是 大 于 0 的 , 并 且 % 一 pm， 那 么 属 一 1 
一 (wm 一 1)?, 因此 每 个 % 次 单位 根 就 已 经 是 m 次 的 了 ， 因 此 ，” 
假设 特征 p>>0, 因为 这 对 一 般 性 并 无 限制 ， 还 设 % 与 p 是 互 . 
素 的 . 

wr 一 1 的 导数 为 ne"!， 它 具有 根 0， 因 此 与 巡 一 1 无 公 
根 ， 玉 上 的 、w* 一 1 的 分 裂 体 加 于 是 为 正规 扩张 ， 并 且 正 好 
含有 wr 一 1 的 % 个 根 ， 因 为 两 个 单位 根 的 积 与 商 仍 为 单位 
根 , 所 以 这 些 % 次 单位 很 在 召 中 作成 乘法 群 . 因此 根据 命题 
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26， 它 作成 循环 群 . 于 是 有 一 个 阶 恰 为 的 % 次 单位 根 &. 
所 有 % 次 单位 根 都 是 8 的 宕 . 这 种 单位 根 s 称 为 m” 次 原 根 . 
如 果 记 与 % 互 素 , 那么 宪 s' 就 正好 是 个 % 次 原 根 ， 因 此 ， 不 
同 的 ww 次 原 根 的 个 数 由 Euler 通 数 pgm) 给 出 , 这 函数 想必 在 
数论 初步 中 已 是 熟悉 的 了 . 

如 果 & 为 % 的 因子 ， 那 么 ww 一 1 就 是 wr" 一 1 的 因子 . 因 
此 这 些 4 次 单位 根 全 部 在 wm 次 单位 根 中 出 现 . 任 一 器 8 就 
以 % 的 因子 a 作为 其 阶 , 并 且 它 就 是 4 次 原 根 、 如果 用 Balw) 
来 记 和 多项式 种 (% 一 )， 其 中 取 遍 所 有 的 次 原 根 , 那么 就 
得 到 


(*) “ -i=—11 Daw), 


其 中 4 遍历 % 的 一 切 因 子 这 正 是 因为 此 式 右 方 只 不 过 把 左 

方 出 现 的 单位 根 按 阶 4 进行 汇集 ，Bi(w) 一 “一 二 通过 对 mn 作 

归纳 法 来 证 明 5,(w) 为 整 系数 多 项 式 ， 和 由 归纳 假设 从 (*) 得 、 
太一 1 一 Go)g(o)， 

其 中 y(@o) 为 以 工 为 最 高 系数 的 整 系数 多 项 式 . 因此 由 除法 

得 出 5,(w) 也 是 以 I 为 最 高 系数 的 整 系数 多 项 式 ， 这 个 多 项 

式 十 (2) 有 次 数 pn)， 并 且 称 之 为 % 次 分 圆 多项式. 式 (*) 


” ”在任 一 体 中 表明 w* 一 1 的 一 个 有 用 的 分 解 ， 那 些 因 子 一 般 却 


.不 是 不 可 约 的 . 

和 如果。 为 % 次 原 根 ， 那 么 及 (se) 这 体 已 包含 所 有 的 n 次 
单位 根 ， 因 此 就 是 2” 一 的 分 裂 体 加 .因为 Ble) 一 0， 就 有 
(B/K)<gp(n). 设 G 为 关于 下 的 召 的 自 同 构 群 并 且 o 为 
“G 的 元 ,因为 % 次 原 根 由 自 同 构 作 出 的 象 仍 为 % 次 原 根 ， 
o(s) = 一 所 中 的 了 必 与 % 互 素 ， 此 时 (光一 sd 一 (se05 因此 
把 每 个 mw 次 单位 根 代 以 其 6 短 ， 这 就 说 明 数 i 只 与 0 相关 ， 
。° 58 。 


而 与 % 次 原 根 & 的 选择 无 关 ， 当 然 其 中 的 只 是 除去 wm 的 信 
数 来 决定 的 ， 而 且 不 一 定 每 个 与 % 互 素 的 6% 就 产生 一 个 自 
同 构 . 例如 s 属于 五 本 身 , 于 是 妨 = 玉 ，a 必 为 恒 同 映射 ， 
因此 只 有 ?到 1ICmodm)， 

现在 如 果 把 与 4 相关 的 记 为 co 那么 就 有 ccyfke) 
一 0:(81) 一， 于 是 ouoy 一 ay， 对 于 每 个 we， 有 了 唯一 的 一 个 
与 m 互 素 的 模 n 同 余 类 对 应 ,而 两 个 自 同 构 的 积 与 彼此 相应 
的 同 余 类 之 积 对 应 ， 因此, 群 9 与 % 互 素 的 模 n 辣 余 类 群 的 
子 群 同 构 , 特别 由 oo 一 04 一 0;01 看 到 ，G 还 是 个 Abel 群 . 

只 对 特殊 的 体 刁 才能 推测 更 精确 的 命题 ， 这 方面 最 重 
要 的 结果 是 

命题 四 对 于 下 =Q@ 这 个 有 理 数 体 , 多 项 式 B,(w) 是 不 
可 约 的 ， 因此 (至 /Q) - gm)。. 由 任意 与 % 互 素 的 4 产生 的 映 
No(s) 为 GG 中 自 同 构 ， 并且 人 G 同 构 于 记忆 "至 来 的 


-a 


+ +» 


nd 

证 设 多 项 式 f(%) 是 一 1 的 因子 而 且 其 系数 都 是 有 
理 数 。 乘 以 适当 常数 后 可 假定 jz) 具有 整 系数 .〈 如 果 使 用 
论 整 系数 多 项 式 的 Gauss 命题 ， 那 就 还 可 以 假设 这 Jo) 有 1 
为 最 高 系数 ; 然而 这 里 用 不 着 这 个 ). 设 8 为 自然 数 , 7,(%) 为 
Fo0) 除 以 je) 所 得 余 式 ,于 是 rs(w) 共 有 理 系数 , 并 且 这 些 系 
数 的 分 母 中 只 出 现 那 些 能 整除 Po) 最 高 系数 的 素 因 子 。 如 
果 把 形 如 fw)g(w) 的 多 项 式 与 fw') 相 加 ， 那 么 除 以 了 (wm) 所 
得 余 式 不 变 ， 设 aenr 为 Jo) 之 一 项 ， 那 么 此 项 在 差 (21+") 
一 f(w) 中 便 产生 项 caretm 一 ao 一 gone(om 一 1)， 这 是 可 被 
一 工整 除 的 , 因此 可 被 Fw) 整除 。 这 就 指出 rsrn(c) 一 re(c)， 
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所 以 ms(c) 就 只 与 模 m 的 s 所 属 同 余 类 有 关 ， 尤其 是 只 存在 
有 限 个 不 同 的 多 项 式 7,(%). 

现在 设 p 为 素数 ; 它 不 能 整除 Fe) 的 最 高 系数 .多项式 
rp(w) 也 是 多 项 式 f(w?) 一 (f(z))? 的 除法 余 式 . 因为 了 (o) 具 
整 系数 ， 就 有 形式 Fo) = 了 上 wm， 其 中 每 个 单独 的 项 可 出 现 
多 次 .由 于 以 前 论述 的 二 项 式 系数 的 那 种 可 除 性 , (fF (@))? 
与 吕 土 a” 只 差 一 个 具有 可 被 Pp 整除 的 整 系数 多 项 式 . 因为 
f(w?) 一 卫士 zz"， 故 得 了 (op 一 (f(m))? 一 pg(w); 9g(o) 为 整 系 
数 多 项 式 ， 因此 (四 是 g( 四 的 除法 余 式 的 2 倍 ， 又 因为 2 
不 能 整除 了 (%) 的 最 高 系数 ， 所 以 jp 就 整除 7,(w) 每 个 系数 的 
分 子 . 

今 设 W 为 整数 ， 它 超过 jF (o) 的 最 高 系数 而 且 大 于 所 有 
多 项 式 ws(o) 所 有 系数 的 分 子 (已 知 只 有 有 限 个 不 同 的 re) )。 
如 果 p 为 > 三 的 素数 , 那么 只 有 (ee) 一 0,p 才 除 得 尽 75(2) 
每 个 系数 的 分 子 ， 因 此 知道 ， 对 于 所 有 之 必 的 素数 p 总 有 
po(2) 一 0. 

现在 设 s 与 是 使 得 
ra(o) 一 0 与 mi(z) 一 0 
的 整数 ， 这 就 是 说 jc 可 被 jw) 整除 ， 从 而 jcx0 可 被 
了 (4 整除 .又 因为 (2) 可 被 f(w) 整 除 ， 得 rw(wz) 一 0， 因 
此 ,只 要 * 的 所 有 素 因子 大 于 或 等 于 了 fr, 就 有 mx(o) 一 0， 

这 时 来 设 8 为 任 一 与 mw” 互 素 的 数 。 取 =sTnTIz， 其 
中 2 取 遍 那些 小 于 M 的 素数 而 又 除 不 尽 s 的 .读者 容易 证 实 
1 不 能 被 低 于 MM 的 素数 整除 ， 因此 rs (0) 一 0. 因为 8 与 & 
”， 早 于 模 nw 的 同一 问 余 类 , 所 以 7,(w) 0， 由 此 证 明了 , 如 果 8 

与 % 互 素 , 那么 fw’) 可 被 了 (w) 整 除 . 

此 外 ， 还 假设 f(z) 有 原 根 为 其 零点 、 如 果 s 与 互 
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素 , 那么 了 (2") 一 /oo)， 因 此 也 有 .CeD ~0， 所 以 一 切 n 
次 原 根 都 是 f(o) 的 零点 ， 从 而 了 (wo) 的 次 数 >p(m)。 因为 分 
圆 多 项 式 B,(2) 的 次 数 正好 是 p(n)， 因 此 它 必 为 不 可 约 的 . 
同时 群 G 必须 正好 含有 ?Cn) 个 元 ,对 于 任 一 与 % 互 素 的 
名 0 就 产生 一 个 自 同 构 . 

如 果 n 是 素数 Pp， 那 么 群 9 同 构 于 模 p 的 与 p 互 素 的 那 
些 同 余 类 作成 的 乘法 群 ， 然 而 它 就 是 体 9, 的 乘法 群 , 从 而 是 
循环 群 ， 由 vw? 一 1 一 B,(2)Bi(w) 得 到 5 那 申明 的 值 . 

因此 证 明了 命题 27 的 一 切 . 


工 . Noether 方程 


设 瑟 为 体 而 作为 加 的 有 限 自 同 构 群 ， 设 对 应 于 G 中 的 
每 个 元 c, 都 有 互 中 一 元 zo 天 0， 还 假设 此 元 满足 下 列 方程 : 
" Wo* 0 (or) — Wor, 
对 于 G 中 所 有 的 "与 都 成 立 . 于 是 把 we 称 为 这 个 人 Noether 
方程 的 解 ， 


命题 28 对 于 所 有 的 c, Noether 方程 其 有 Wo = ry) 这 


和 其 中 a 是 也 中 异 于 零 的 、 下 个 圈定 的 但 是 


ae 


ae 


证 ”对 于 任意 元 a, 显然 ww 一 Tay 一 -一 就 是 方程 的 解 ， 正 是 
由 于 
_% Lg (= 一) 一 一 Ia ol@) . aa 
o (a) T(a) g(a) ola) oT(a) 
反之 , 设 w 是 方程 的 一 和 解 。 因 为 这 些 自 同 构 是 线性 无 关 
的 , 方程 之 ZrT(2) 一 0( 把 所 有 的 7 加 起 来 ) 就 不 能 对 于 瑟 中 


所 有 的 z 都 成 立 . 于 是 召 中 有 一 元 “ 使 得 之 zz(a) 一 “ 关 0. 


as。 全 t 。 


把 oc 作用 于 a, 就 得 到 
oD = oe) oT(0), 


悦 以 wo， 得 
moo (a) 一 也 foo (wr) sara) 。 


以 mor 代 zorolzsz) 并 注意 o7 因 7 而 取 遍 群 人 8 的 元 因此 
得 到 
ws°* 0 (0) = 7(0) 一 0 

所以 
Vola) 
是 正确 的 . 

设 KK 为 G 的 不 动 点 体 、 如 果 只 考虑 Noether 方程 那些 
在 所 中 的 解 ,那么 方程 便 简 化 为 

Vor — Wor, 

正 是 因为 "使 到 的 元 不 动 。 如 果 把 ww 看 成 从 到 匡 的 映 
射 ， 那么 这 方程 表明 wo 是 个 从 到 到 的 特征 标 。 把 这 和 命 
题 28 结合 起 来 , 就 得 到 

命题 39 设 恕 是 具有 和 群 6 的 、 牙 上 的 正规 扩张 、 对 应 


王 9 副 有 中 风华 人 特征 标 C 可 以 在 五 中 找到 一 个 元 
a 类 0， 使 得 0O(o) 一 sy 反之 ,如果 wx#0 是 召 中 一 元 , 它 
使 得 对 于 所 有 的 oc 都 有 0(o) 一 多 在 区 之 中 ,那么 Clo) 
是 从 G 到 五 的 特征 标 ， 于 是 , 这 个 元 “具有 属于 五 的 性 
质 其 中 是 G 的 群 元 那些 阶 的 最 小 公 售 . 

命题 29 最 后 一 段 之 前 的 部 分 都 已 证 明 过 了 . 为 了 证 明 
最 后 一 段 ， 只 要 证 明 对 于 G 的 每 个 c, o (a) 一“ 都 成 立 。 然 
而 这 就 是 


se 2. 


Fe (Fe) -人 (ccD=cG=i 


o (a") . 
还 提出 命题 28 的 一 个 应 用 ， 加 中 元 a 经 G 中 所 有 自 同 
构 作 用 所 得 象 的 积 是 玉 的 元 ， 因 为 显然 这 积 是 属于 GG 的 不 
动 点 体 的 . 把 它 称 为 a 的 范 数 并 记 作 入 (a). 显然 有 
N(o) NB) =N(ap), 
a N (a) 
(全 六 7- 
如 果 囊 属于 G， 那 么 在 G 的 所 有 元 作用 下 e(o) 的 那些 象 
就 和 ax 的 相同 因此 wo=Nico)， 对 于 wu:#0， .就 有 


N( 吉 C7) 一 1 在 以 循环 群 为 自 同 构 群 的 体 中 ， 逆 命题 是 正 
确 的 , 这 应 归功 于 Hbert; 

命题 30 如 果 玉 上 的 正规 扩张 召 的 群 G 是 以 o 为 生 
成 元 的 n 阶 循环 群 ,那么 用 五 中 元 a*0 作出 的 元 8 一 
就 是 方程 入 (8) 一 1 的 唯一 的 解 . 


证 群 G 由 这 些 元 of 组成， 其 中 的 取 一 切 正 整数 。 


| a 


设 . 
N(B) = 0°(p) =1. 
对 每 个 到 
se 0"(B). 
因此 w: 其 实 只 与 of 相关， 得 到 
anot(ooa = 到 0"(B) HE ot) = 这 (6) -ao 
这 组 mw, 因此 就 是 Noother 方程 的 解 , 从 而 由 命题 28, 加 中 有 
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元 a#0 存在 , 使 得 2 一 于 是 , 对 于 4 一 十 一 方面 得 


Wo ) 
pr “ 


到 wo 一 加， 另 一 方面 Yo 一 


M. Kummer 体 


设 下 为 含 7 次 原 根 的 体 ，G 为 具 指数 7 的 有 限 Abel 乘 
法 群 ， 即 每 个 元 的 阶 都 是 7 的 因子 的 Abel 群 . G 到 玉 的 特 
征 标 以 后 简称 G 的 特征 标 。 对 于 每 个 特征 标 C(o)， 总 有 
(0(o))"=C(lo") 一 0C(1) =1， 因 此 看 出 这 些 特征 标的 值 是 7 
次 单位 根 . 如 果 Ci 与 Cs 为 特征 标 ， 那 么 Ci(c)Ca(o) 也 是 
特征 标 , 把 它 记 作 CaCs. 因为 (C(c)) 于 也 是 特征 标 ,这些 特 
征 标 按 如 此 合成 就 作成 群 一 特征 标 古 或 9 的 对 偶 登 . 

如 果 把 Abpel 群 的 基本 命题 摹 述 成 对 于 乘法 群 的 , 那么 就 
看 出 ， 群 Ga 中 有 个 元 Ti Ta, ”Th 其 阶 分 别 为 Noi, 2 
…， mw 使 得 G 的 每 个 元 都 可 写成 形式 
(*) ok 

而 且 纪 由 模 mv 唯一 决定 . 

如 果 0 为 特征 标 ， 并 且 ss 一 0 (5,) (为 ms 次 单位 根 ， 由 
于 mw 是 的 阶 ), 那么 0O(o) ==sts8… 儿 反之 , 如果 把 每 个 
ss 选 成 mi, 次 单位 根 , 那么 上 式 就 定义 了 G 的 特征 标 ， 因 此 ， 
每 个 特征 标 可 以 描写 成 向 量 (sl，sa，…, ex), 并 且 与 两 个 特征 
标 之 积 相应 的 就 是 相应 的 两 个 向 量 按 分 量 次 序 作 积 得 到 的 向 
量 . 设 0, 是 这 样 的 特征 标 : 描写 它 的 向 量 中 分 量 s 为 ms 次 
原 根 而 其 它 的 s, 为 1， 于 是 显 见 每 个 特征 标 C 可 写成 形式 
0O 一 C408…0O%， 其 中 纪 由 模 mv 唯一 决定 .这 就 指出 群 G 与 
群 @ 是 同 构 的 ， 尤 其 是 与 G 同 阶 ， 如 果 把 @ 中 给 定 的 元 
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0 天 1 写成 形式 (*), 那么 就 有 个 指数 wm。 整除 名， 于 是 与 它 相 
关 的 CO,《a) 关 1 因此 ,对 于 每 个 元 o 关 1, 总 可 以 找到 特征 标 
O, 使 得 C(c) 1. 

设 zc 为 G 的 元 ,有 以 特征 标 C 作为 变量 把 元 C(c) 看 成 C 
的 函数 . 因为 特征 标的 积 Oi0s 已 由 式 Ca0a(o) 一 Cailc)Oac) 
说 明 , 这 个 C 的 函数 就 是 仓 的 特征 标 ， 因 此 ， 对 于 G 的 每 个 
元 c， 就 有 @8 的 一 个 特征 标 与 它 对 应 . 久 的 两 个 这 样 的 特征 
标 CCo) 与 C(7) 之 积 应 当 由 Clo)C(+) 一 Clo7) 来 说 明 ， 从 
而 看 到 元 CO(o7) 对 应 于 此 积 ， 如 果 zc 基 r， 两 个 特征 标 C(c) 
与 C(r) 可 以 一 致 吗 ? 就 是 说 , 对 于 所 有 的 C 会 不 会 总 是 Ce) 
一 C(m， 也 就 是 C(cr 一 1 但 是 , 因为 er 开关 4 就 总 有 个 
O 使 得 C(cr 关 1， 既然 @@ 的 特征 标 群 与 @ 等 阶 ， 因 些 与 
G 等 阶 , 如 果 o 取 遍 G 所 有 元 , 那么 C(c) 生 成 他 的 所 有 特征 
标 ， 所 以 自然 可 以 把 G 看 成 @G 的 特征 标 群 . 

目前 要 把 节 工 中 所 证 明 的 命题 应 用 到 一 定 的 体 扩张 上 . 
设 玉 为 合 7 次 原 根 的 体 , 并 且 恕 为 KK 的 正规 扩张 ， 它 的 自 
同 构 群 G 为 具 指 数 7 的 Abel 群 。 此 中 将 要 证 明 这 体 恕 是 
可 以 通过 下 中 元 的 7 次 根 的 添加 而 得 到 .因此 提示 ,考虑 加 
中 作为 KK 的 元 的 7 次 根 的 元 wz0 组 成 的 集 4， 因 此 就 是 那 
些 o 属于 玉 的 w 所 成 集 ， 集 4 为 乘法 群 而 且 显然 包含 忆 
所 有 非 零 元 集 KK* 作为 其 子 群 。 商 群 4/K* 与 9 的 特征 标 
群 8 有 密切 联系 ， 就 是 说 , 如 果 C 为 G 的 特征 标 , 那么 由 命 


题 29， 就 有 “的 元 “0 使 得 CC 一 Cay 对 每 个 " 都 成 
立 并 且 of 属于 到, 因此 a 就 是 4 的 元 如 果 地 CT 一- 
对 一 切 = 都 成 立 ,那么 号 Wi D3 必 在 K" 中 .因此 
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ee me te Oe er ee 下 


正好 有 一 个 旁 系 aK" 对 应 于 特征 标 C， 反 之 ,如果 a 为 4 的 
元 , 那么’ 一 4 是 "的 元 , 因此 (0o(0))"' 一 4, 所 以 一 一 Tay 是 > 


' 次 单位 根 , 它 就 是 K* 的 元 ， 于 是 根据 命题 29， za) 
特征 标 .因此 这 种 对 应 给 出 映 仙 成 商 群 4/K'* 的 一 一 上 映 - 
射 、 如 果 


OC1(0) = C3(0) = 


wu _B_ 
gay’ oC)’ 
那么 
CnCo(c) 一 re 
这 就 指出 映射 是 把 @ 映 成 4/K* 的 同 构 . 尤其 是 4/ 下 * 为 
有 限 群 。 现 在 把 4 的 所 有 元 添加 于 下 并且 记 所 得 中 间 体 为 
o, Eo 所属 的 G 的 子 群 记 作 UU, 它 就 使 得 Bo 所 有 元 都 不 动 . 
DU 尤其 使 4 的 元 不 动 . 如 果 IT 含有 元 cx 二 既然 G 为 Abel 
群 , 那么 可 以 找到 一 个 特征 标 C 使 得 CCo) 关 1， 由 于 4 中 有 


适当 的 a 使 0(o) = pr 本 全 放生 和 的 了 | 此 


为 了 矛盾。 而 今 由 U=1 便 得 到 Bo= 

Kk 与 之 间 的 每 个 体 加 属于 的 一 个 于 区 0 因为 
G 是 Abel 的 ,UU 即 为 9 的 正规 子 群 ,因此 i 为 KK 的 正规 扩 
张 ， 其 自 同 构 群 G/U 仍 为 具 指 数 7 的 Abel 群 。 于 是 发 展 过 
的 理论 就 可 以 应 用 在 B11 上， 如 是 由 长 通过 集 B 的 深 加 于 
下 得 到 的 ;而且 B 由 名 中 那些 使 得 B87 处 于 下 中 的 元 6B#0 
组 成 的 集 . 显然 妃 是 含有 及" 的、 为 4 所 包含 的 子 群 。 所 以 
下 "与 4 之 间 的 中 间 群 至 少 如 中 间 体 到, 即 G 的 子 群 VV 一 样 
多 .但 是 任 一 中 间 群 了 正好 有 4/K* 的 一 个 子 群 B/K" 与 
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它 对 应 。A/K* 与 @ 同 构 , 因此 与 G 同 构 . 这 就 指出 中 间 群 
的 个 数 一 如 子 群 可 的 个 数 . 于 是 建立 了 映 中 间 体 了 为 中 间 
群 B 的 一 一 映射 ， 尤 其 是 通过 异 于 4 的 中 间 群 的 添加 所 得 
绝 不 会 是 整个 的 体 耳 . 

以 4A' 记 4 中 所 有 元 7 次 宕 的 集 , 有 K" 记 KK* 中 所 有 元 
次 等 的 集 , 它们 的 7 次 根 都 在 五 中 , 商 群 4/ 到” 由 旁 系 RE” . 
组 成 , 并 且 4K* 的 元 的 7 次 根 与 Ma 的 区 别 只 不 过 是 K* 
中 平凡 的 因子 ， 读 者 容易 证 实 ， 由 旁 系 aK* 对 应 旁 系 arK* 
把 4/K* 映 成 4/K* 的 映射 表 示 同 构 。 由 此 ， 凭 借 基 体 的 
元 可 描写 特征 标 群 @. 

如 果 还 假设 G 又 是 循环 的 .于 是 4/KK' 也 是 循环 的 , 因 
此 由 一 个 单独 旁 系 aK* 的 才 组 成 . 只 需 通过 这 个 单独 元 a 添 
加 于 下 就 足以 代替 把 4 添加 于 玉 ， 如 此 请 况 , 召 就 由 政通 
过 添加 下 的 元 的 一 个 单独 的 7 次 根 而 生成 . 

把 至 今 所 得 的 结果 总 结 为 

命题 31 设 K 为 含 r 次 原 根 的 体 , 召 为 的 正规 扩 
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张 ， 其 自 同 构 群 G 为 具 指 数 7 的 Abel 群 。 这 样 的 扩张 称 为 ， 
Kummer 体 . 如 果 4 为 召 中 使 得 中 属于 五 的 元 ax#x0 所 
成 集 , 那么 人 @ 与 4/K* 而 且 与 4/K* 同 构 . 如 由 下 通过 添 


加 祭 而 生成 如 果 电 是 4 本 Kr* 之 加 的 司 那么 尺 (B) 是 


ss ee V0 0 a 
ee 


如 果 CH，C3a，… ,qm 是 在 区 中 给 定 的 异 于 零 的 元 ,那么 
把 记 法 五 = 玉 (Var，Mas，…，Ma;) 了 解 为 多 项 式 (%' 一 a1) 
* (2°— qa) (0 二 4) 的 分 异体 ( 自 是 因为 因子 多 一 4 的 不 同 各 
根 彼此 区 别 只 在 于 单位 根 ， 而 这些 单 位 根 又 是 属于 五 的 ). 
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多 项 式 wv/ 一 4, 的 导数 是 ror-+ 并 且 只 有 根 0， 这 是 因为 了 不 
能 被 E 的 特征 整除 , 当 次 原 根 属于 KK 时 .因此 ,每 个 因子 
好 一 as 只 有 单 根 , 于 是 卫 就 是 下 的 正规 扩张 . 记 法 V4, 是 
作为 一 ae 的 某 个 选 定 的 根 a, 来 了 解 的 ， 召 的 自 同 构 e 只 
不 过 使 取得 单位 根 ss(c) 为 其 因子 ;因为 由 邓 =av 得 
(ac(a))" 一 m， 因 此 oes) = ss(c)aoy 一 二 2 …, 为 并 且 因 
为 这 些 生成 体 ,0o 就 由 这 些 式 子 来 描写 ， 如 果 o 与 7 是 
殖 的 自 同 构 群 的 元 , 那么 得 到 

so (as)) es (0) To,) —8s(0) su (to, 
因为 a,(0) 是 在 区 中 的 . 另 一 方面 T(o(@y)) =8,(T0)a,, 
从 而 ev(roc) 一 elo) "es(7).。 由 此 得 ev(r0) 一 sslo7)， 所 以 
G 是 Abel 群 还 有 slo”) 一 (es(o))"=1， 因 此 G 具 有 指 
数 7。 
”如 果 t=1, 于 是 吾 ~ 区 (Aar)， 那 么 只 有 一 个 单独 的 
s1(0) 出 现 , 于 是 G 同 构 于 随 着 出 现 的 那些 单位 根 构 成 的 群 . 
作为 体 的 有 限 乘 法 群 它 是 循环 的 ， 并 且 作 为 7 次 单位 根 所 成 
群 的 子 群 , 其 阶 为 的 因子 ， 

”如 果 仍 回 到 任意 的 如 还 考虑 具 形 如 fo9…af*4 的 所 
有 元 作成 的 乘法 群 ， 其 中 xm 为 任意 整数 , 4 为 K* 的 任 一 元 ， 
这 和 群 是 4 的 子 群 并 且 包含 *， 当 把 它 添加 于 玉 ， 它 就 生成 
如 这 个 体 ， 所 以 它 必 定 就 是 吾 中 整个 的 群 4. 

群 4 由 形 如 a:a…at*a' 的 元 组 成 , 其 中 vw 为 任意 整 
数 , 4 为 K* 中 任意 元 ,于 是 群 @8 与 商 群 4/ 及" 同 构 。 

于 是 得 到 

命题 32 ”如 果 五 为 会 7 次 原 根 的 体 ，ai，aa， …, as 为 
中 任 训 的 那么 扩张 B= kK (Va, Vos, » Na) 


. so 0 0 » + +* 0 +» +»。 . 


4r/ 开 om 其 中 如是 形 如 喧 - 咯 as 的 具 整 数 坟 与 到 "中 
年 章 天 。 的 万 有 元 的 各， 


ee 


对 . 正规 基 的 存在 


下 列 命题 对 任何 体 都 成 立 , 然而 此 处 只 证 明 对 于 五 含有 
无 穷 多 个 元 的 情形 . . 
命题 38 如 条 刀 为 E 的 正规 和 张 ， Oy Os On eh E 


元 zx 02(9)，…， on(0) 关 于 是 线性 无 关 的 


证 “根据 命题 2 的 系 ， 有 一 这 样 的 a 存在， 使 得 
轧 =K (a), 设 f(z) 是 a 的 不 可 约 多 项 式 . 取 or(o) 一 % 


f(g) 
go 一 To 六 
而 且 


f (2) 
iW) = og (2)) = -ey 


gi(w) 是 如 中 的 多 项 式 ， 对 于 % 关 名 有 ox 为 其 根 ， 所 以 对 于 
$s 天 5， 有 
gr) gem) =0(mod f (w)). (1) 
方程 
(2) + gat) + + ge) —1=0, (2) 
左 方 的 次 数 最 高 为 % 一 I。 如 果 (2) 对 于 2 的 mn 个 不 同 值 成 
立 , 那么 左 方 必 恒 等 于 0. 这 样 的 四 个 值 就 是 @1,， qz， …，a， 
因为 gt(op = 十 并且 对 于 bi 有 名 (oo 一 0. 
以 wo 乘 (23)， 引用 (就 得 到 | 
(gi(%))*=g(%) (modf 2). (8) 
现在 来 证 行列 式 
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D(w)=|oor 9) |, bh=1, 2, ,Nh, (4) 
是 异 于 零 的 . 按 列 与 列 相 乘 求 其 平方 (noqf(o))， 由 (种 )， 
(2) 与 (3) 求 得 主 对 角 线 元 为 二 其 余 位 置 都 是 零 . 因此 

(Dw))?=1(modf(%)), 
所 以 尤其 有 了 (az) 二 0， 
方程 ( 约 右 方 的 变量 > 是 作为 经 所 有 上 自 同 构 而 不 动 来 对 
” 待 的 ， 所 以 (4 中 的 4 可 代 以 特殊 值 ,上 只 要 这 些 值 经 所 有 自 同 
构 也 是 不 动 的 , 即 可 以 五 中 元 来 代入 ， 
- Dw) 在 中 只 可 能 有 有 限 个 根 ， 如 果 在 下 中 选 出 4 
异 于 这 些 根 , 就 有 了 D(Q) 关 0， 取 0=g(4)， 于 是 行列 式 
[ox 0) | ¥0, (5) 
现在 考虑 任 一 线性 关系 v01(0) wz0a(0) 十 … 填 wnon(0) 
0, 其 中 心 取 自 六， 所 有 的 自 同 构 0; 作 用 于 它 就 得 到 mn 个 
未 知 量 zi 的 mw 个 齐 次 方程 ， 并 以 (5) 为 其 行列 式 ， 因 此 所 有 
的 w 一 0, 从 而 证 明了 命题 . 
凭借 这 样 的 元 6 通过 G 得 出 的 象 生 成 正规 基 , 尤为 简单 
的 是 可 以 算出 属于 G 的 子 群 吕 的 中 间 体 . 妞 的 每 个 元 a 可 
写成 唯一 的 式 
4 一 之 co0 (9), (6) 
其 中 og 取 遍 介面 6 为 式 中 的 元 . a 作为 品 的 不 动 点 体 的 
元 ， 当 和 且 仪 当 对 如 所 有 的 有 7T(a)=a. 如 果 用 工作 用 于 
(6) ,把 对 o 求 和 代 以 对 rc 的 , 那么 得 到 
T(0) 一 之 or (0). 
当 Cio 二 0o 对 UU 所 有 的 7 与 G 所 有 的 o 都 成 立时 , 元 a 正好 
就 是 不 动 体 中 的 元 . rc 因 固 定 o 而 遍历 旁 系 Uc.。 所 得 的 
条 件 就 是 说 ，c 在 整个 旁 系 上 取 相 同 的 值 ， 把 旁 系 Uc 所 有 
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自 同 构 作 用 于 9 所 得 象 的 和 记 为 0c (0)， 因 此， 如果 Uo 
Uo,,, "yy Uo, 是 所 有 的 旁 系 ， 那么 属于 U 的 不 动 点 体 就 由 形 
如 

a=ciUo1(0) + casU oa 0) +. +eUo;(0) 
的 所 有 元 组 成 ， 其 中 oy 属于 下. 因此 jj 个 元 Uoi(0) 就 生成 


.属于 的 不 动 点 体 这 个 上 的 何 量 空间 . 


如 果 口 是 GG 的 正规 子 群 ， 那 么 Uo:=o0， 从 而 得 到 
Ua.(0) oxU(0)). 这 就 指示 UU(9) 产 生 不 动 点 体 的 正规 基 ， 


0. 平 移 命 题 


设 p(w) 是 体外 中 的 可 分 多 项 式 ,， 婧 是 plz) 的 分 裂 体 , 
还 设 下 是 五 的 任 一 扩张 ， 如 果 把 p(w) 看 成 B 中 的 多 项 式 ， 
就 用 EB 来 记 p23) 的 分 裂 体 、 因此 ， 如 果 as， aa，…，wm 是 
2(2) 在 五 B 里 的 根 , 那 么 玉 (a，aa，…，o 吕 ) 是 五 B 的 子 体 , 自 
然 是 2(O 在 五 上 的 分 裂 体 ， 根据 命题 10 的 系 , 如 与 K (at 
aa， …，o) 是 同 构 的 . 所以, 取 五 一 开 (ai，a，…，o) 并 不 失 
其 一 般 性 ， 从 而 假设 媚 是 2B 的 子 体 . 而 且 B=B(ai, og， 
…, 0s) .BB 就 是 既 含 召 又 含 互 的 最 小 体 . 把 它 称 为 由 如 
与 BB 合成 的 体 ,并且 这 就 说 明了 记 法 8B. 

用 召 门 B 来 记 既 在 加 中 又 在 B 中 的 那些 元 的 集 ， 容 易 
看 出 , 召 站 B 是 体 ,并且 是 下 与 召 间 的 中 间 体 . 

”命题 强 ( 平 移 命题 ) 如 果 G 是 玉 上 的 加 的 自 同 构 群 ， 
脏 是 8B 上 的 2 的 自 同 构 群 ， 那么 瑟 同 构 于 G 的 那个 以 
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证 流 电 及 的 元 它 使 体 BB 不 变 ,从 而 也 使 体 下 不 
变 ， 随 着 是 映 体 恕 到 瑟 B 的 同 构 , 并 且 根 据 命题 17， 此 映射 
由 之 一 元 5 来 实现 , 因此 5 是 只 一 的 ， 如 果 已 知 了 5， 那 么 
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就 知道 五 的 生成 元 om 的 5 象 ; 并 且 因 为 a 也 是 上 的 刀 B 
的 生成 元 ， 这 就 得 出 了 c， 因此 这 种 对 应 是 个 从 五 到 G 的 
一 一 映射 ， 甩 中 两 元 之 积 or 对 应 于 or 是 显然 的 .于 是 存 
在 从 五 到 G 的 同 构 . 

接着 为 了 描述 万 ， 可 以 探 问 象 群 互 的 人 性质， 尤其 是 刀 
的 不 动 点 体 ， 它 是 召 中 那些 在 页 的 每 个 元 9、 也 就 是 在 一 
的 每 个 元 o 作 用 下 不 动 的 元 a 组 成 的 、 因 为 了 是 五 的 整个 
不 动 点 体 , 所 以 吾 的 不 动 点 体 就 是 召 站 了 3 这 个 体 ， 
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II 
应 用 


A.N. Milgram 


和 A 要 用 到 的 群 论 中 的 其 些 命题 ， 


设 于 与 MM' 为 集 ， 如 果 f 了 是 从 必 到 MM' 的 映射 ， 4 是 
MM 的 子 集 , 那么 用 (4) 来 记 4 的 所 有 元 4 的 象 f(q) 组 成 的 
集 ;f(4) 称 为 4 的 象 . 如 果 B 是 了 YI' 的 子 集 就 用 J 广 :(B) 来 
记 于 中 所 有 那些 flm) 属 于 B 的 元 m 组 成 的 集 ; 1《B) 称 为 
”8B 的 原 象 . 因为 了 不 一 定 十 映 及 成 用 ' 的 映射 ， 可 能 也 出 现 
那样 的 非 空 集 B 使 得 f7'(B) 是 空 集 . 已 经 介绍 过 用 41 4s 
来 记 集 4 与 集 4 的 交集 ， 用 41U4s 记 和 与 4s 的 并 集 ，- 
“g 是 4 的 元 " 简 记 为 4€4， 

现在 设 G 与 GF 是 两 个 群 ,而 ff 是 从 GG 到 G97' 的 映射 ,如 
果 对 于 所 有 的 0, 7EG,， 总 有 floT) 一 f(o)f(?), 这 样 的 f 称 
为 从 GQ 到 9 的 同 态 映 射 . 容易 看 出 CD 一 1 与 1(o 分 
一 人 fo) 一 . 

如 果 W' 是 G 的 子 群 ， 那么 原 象 入 = 六 "(WV') 是 G 的 子 
群 。 其 实 ,o, 5EN 的 意义 就 是 f(o), f(r)EN'. 但 是 又 有 
flo7) 一 (oO)f(7)EN，, 所 以 orEN. 同 理 oc EN 如 果 
NV' 是 G7' 的 正规 子 群 ， 那 么 入 也 是 G 的 正规 子 群 ， 因 为 由 
cE€EQ, rEN 得 到 

crc -OO FN ES WG) 

=N', 
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所 以 ovro1EN. 

仿 此 可 证 G 的 子 群 入 的 象 V' 是 G7 的 子 群 。 如 果 久 是 
G 的 正规 子 群 ， 而 映射 了 又 是 映 成 # 的 ,那么 由 EG， 
5'EN', 就 能 求 得 元 oEG, rENW, 使 得 f(0)=0', (7) =7, 
因为 了 应 用 于 crc 就 得 到 o'r'o 1EN'， 所 以 VM 是 钱 的 
正规 子 群 . 

因为 F' 的 单位 元 是 G' 的 正规 子 群 ,所 以 它 的 原 象 是 
G 的 正规 子 群 . 五 称 为 同 态 f 的 核 . 它 是 由 适合 (8) 一 I 的 
GQ 中 那 种 元 组 成 的 . 现在 来 决定 G 中 哪些 元 经 了 作用 有 相 
同 的 象 . 方程 f(o) =f (7) 等 价 于 lov =1, 即 crE 五 ， 
或 9€EKT 一 +7 民 ， 因此 ,正好 是 模 太 的 一 个 旁 系 中 所 有 元 有 
相同 的 象 .现在 把 每 个 旁 系 o 与 元 fc) €f(G) 对 应 , f(o) 
是 oK 中 所 有 元 共同 的 象 ， 这 样 就 存在 映 商 群 98/K 成 G 的 
象 F(GD) 的 一 个 可 逆 单 值 映 射 ， 容 易 看 出 这 映射 也 是 同 态 ， 
因为 它 是 可 逆 单 值 的 ， 所 以 它 就 是 G/ 到 与 了 0) 之 闻 的 同 
构 ， 

最 后 指出 ，G 的 每 个 正规 子 群 入 可 以 作为 一 个 同 态 的 
核 . 把 避 映 成 商 群 Q/N， 这 时 fl(o) 一 oN.。， 直接 看 出 了 是 
同 态 , 它 把 每 个 元 映 成 此 元 所 属 的 那个 旁 系 . G/N 的 单位 元 
是 六 ,所 以 其 原 象 就 是 太 这 集 . 因此 六 是 这 映射 的 核 , 这 
种 映射 称 为 喘 G 成 G/ 的 典范 同 态 

命题 35 设 / 为 跨 G 成 G 的 同 态 ， 入 为 虽 的 正规 子 
群 ， 并 且 入 一 了 (NN). 那么 以 典范 壤 式 由 也 导 出 映 G/N 成 
G'/N' 的 同 态 9， 如 果 还 有 六 一 广 :(CW')， 那么 这 同 态 态 是 同 构 . 

证 ”把 旁 系 c 在 9 作用 下 的 象 定义 为 KocN) 一 Foc)N'. 
直接 看 到 9 是 同 态 ， 由 于 下 是 映 成 的 映射 ， 得 到 G/N 是 跨 
成 G/N' 的， 如 果 来 决定 此 同 态 的 核 ; 当 Lw)W' 一 和 VW'， 因 此 


9 7 了 4。 


fw) EN'， 即 42 属于 了 1(N') 时 , 那么 cW 属于 核 ， 因 此 , 如 
业 了 CN 一 妨 , 那么 就 必定 是 w€ 及 , 并 且 就 有 wN 一 入 ， 这 
时 间 态 的 核 就 是 G/ 的 单位 元 .所 以 同 态 就 是 同 构 . 

命题 36 为 的 开脱 ， 并 且 刀 是 邓 的 正规 子 群 . 


ee 


的 子 群 ) HN/N 辣 构 

证 设 / 为 里 G 成 G/N 的 典范 同 态 . 把 映射 了 限制 在 
子 群 妞 上 , 得 到 肌 如 到 G/N 的 同 态 9. 象 集 9( 互 ) 由 cE 互 
的 旁 系 oN 组 成 ， 并 且 容 易 看 出 它 就 是 商 群 HN/N. 8 的 
核 是 五 NN， 因此 HNN 是 玉 的 正规 子 群 ， 并 且 商 群 
恕 /HNN 同 构 于 同 态 g 作用 于 五 的 象 . 

系 G8,H 与 人 如 上 命题 所 设 ， 如 果 G/N 是 Abel 群 ， 
那么 妃 / 媚 nA 也 是 Abel 群 . 

定义 ”如果 群 从 具有 递 降 的 子 群 链 

G=0%ID0 HG DH,=1, 

对 于 5% 一 1 2,…, s, G4 是 G 1 的 正规 子 群 , 并且 商 群 G1/G9 
都 是 人 Ahel 群 二 为 可 解 的 

还 设 是 可 解 的 Gl 是 属 半 它 的 正规 子 群 链 . 设 已 
是 G 的 子 群 , 并且 五, 一 五 NG,. 于 是 也 有 

Hi-iNG=HN Ga t= HNG,. 

G: 是 Ca 的 正规 子 群 并 且 互 :是 Gi 的 子 群 ， 因 为 
Gs /9 是 Abel 群 ， 由 命题 36 的 系 ,所 以 HH,- En 也 
是 Abel 群 。 但 此 群 就 是 ,1/ 研 ，. 

命题 38 可 解 群 的 同 态 象 是 可 解 的 . 

证 设 G 是 可 解 的 ,G; 是 属于 它 的 正规 子 群 链 ， 设 为 
同 态 , 7 一 了 (G)， 来 证 明 G = 了 (G4) 就 是 属于 G' 的 正规 子 群 
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链 ， 限制 了 在 G1 上 得 到 映 G_: 成 G_; 的 同 态 ，G 是 G,_: 
的 正规 子 群 ，G4 是 G 的 象 ， 根 据 命题 35， 由 此 又 导出 映 
Gui/Gi 成 4-1/G4 的 同 态 映 射 , 而 今 G4-z/G 是 Abel 群 ， 
而 Abel 群 的 同 态 象 显 为 Abel 群 . 

现在 要 证 阶 为 素数 军 的 群 是 可 解 的 。 对 于 它 的 证 明 还 需 
要 儿 个 群 论 概念 . 

设 G 为 群 。 其 两 元 4 与 5 称 为 共 轮 的 ,是 指 ， 有 2E0， 
使 得 8 一 oac-+， 容 易 看 出 ,每 个 元 与 自身 共 罗 ; 如 果 4 与 ? 共 
思 , 那么 5 与 4 也 共 辆 ; 如 果 4 与 5 共 轿 并且? 与 。 共 因 , 屠 
么 6 与 也 共 罗 ， 这 说 明 共 思 是 个 等 价 关系 ， 于 是 , 群 4 就 
可 以 由 一 些 互 不 相交 的 类 所 盖 满 , 每 个 类 中 的 元 互 为 共 虑 , 但 
绝 不 与 另 一 类 的 元 共 胃 ， 一 个 类 可 以 正好 只 由 一 个 元 组 成 . 
如 果 对 于 所 有 的 mnEG, 都 有 waw-+=a, 就 正 是 这 种 情况 .也 
就 是 za=ac， 因 此 元 "与 每 个 元 mE G 都 是 可 交换 的 。 容易 
看 到 , 这 些 元 “的 集 乡 构成 G 的 一 个 Abel 子 群 ， 称 为 G 的 
中 心 。 当然 与 9 的 任何 元 都 是 可 以 交换 的 ， 所 以 和 是 G 


”的 正规 子 群 . 


设 acEG. 为 了 得 到 与 4 共 板 的 元 , 就 需要 把 所 有 的 ea- 
都 算 进去 ， 其 中 二 遍历 群 G， 不 同 的 “可 以 正好 生成 相等 的 
共 轿 元 ,方程 maw 一 gao 与 (YW)a 一 a(y 1w) 等 价 ， 因 此 
等 价 于 元 & 与 yw 的 可 交换 性 .现在 设 We 是 由 所 有 与 4 可 
交换 的 元 z 组 成 的 集 ， 因 此 上 述 方程 就 可 以 写成 yw NWN， 
或 EyNs。， 容 易 证 实 Ws 是 个 群 。 因 此 就 证 明了 ， 旁 系 yN。 


中 的 元 “正好 就 是 那些 把 & 变换 成 同一 共 思 元 的 元 。 4 的 不 


相同 的 共 思 元 的 个 数 , 换 名 话说 , 含有 a 的 那 类 中 元 的 个 数 就 
等 于 Ws 的 旁 系 的 个 数 ， 现 在 设 G 是 个 阶 为 % 的 有 限 群 。 屠 
么 每 一 类 中 元 的 个 数 就 是 % 的 因子 。 这 些 类 盖 满 了 群 9， 因 
了 6 。 


此 这 些 类 中 元 的 个 数 的 和 就 是 m%。 只 含 一 个 元 的 类 有 > 个 ， 
z 就 是 中 心 的 阶 ， 于 是 得 到 形 如 
二 2 十 十 dg 十 :** 

的 公式 ， 其 中 4 是 % 的 蜡 于 1 的 因子 ， 如 果 现 在 设 %n=p， 
?之 41， 并 且 力 为 素数 ， 那 么 % 与 所 有 的 四 都 被 整除， 所 以 
z 也 被 2p 整除， 但 是 这 就 指明 此 群 人 具有 非 平凡 中 心 加 .而 
今 容易 按 * 用 归纳 法 来 证 明 这 种 群 G 的 可 解 性 、， 阶 为 p 的 
群 总 是 Abel 的 ,所 以 可 解 ， 商 群 G/Z 有 小 于 mn 的 素数 竹 阶 ， 
因此 可 以 假设 它 的 可 解 性 已 得 证 ， 设 /2 是 G/Z 的 正规 
子 群 链 来 示 明 其 可 解 性 ， 设 了 为 肌 1 成 Gi-1/2 的 典范 同 
态 ，G41 中 2 所 有 旁 系 的 原 象 就 是 这 些 旁 系 的 并 集 . G1/2 
一 NW' 是 G1/2 的 正规 子 群 ,其 商 群 是 Abel 的 ,并 且 NV' 的 原 
象 就 是 G,， 于 是 G4 是 Gi_: 的 正规 子 群 ， 并 且 它 的 了 象 还 是 
WV'， 根 据 命题 35， 商 群 G_vyG4 与 G11/2 中 Gw2 的 商 群 同 
构 ， 所 以 是 Abel 的 。 这些 Gk 现在 就 作出 一 个 递 降 的 正规 子 
群 链 ， 其 末 项 为 2 本 身 ， 再 加 一 个 群 1， 因 为 2 是 Abel 群 ， 

所 以 G 具 有 正规 子 群 链 , 这 就 证 明了 G 的 可 解 性 . 
因此 证 明了 
命题 39 素数 军阶 的 群 是 可 解 的 . 
与 此 相反 , 要 指明 某 些 群 的 不 可 解 性 . 
设 对 为 有 限 集 , 9 是 把 1 映 成 自身 的 一 个 一 一 喘 射 ， 
这 样 的 映射 称 为 1 的 一 个 置换 .如 果 p 与 少 基 三 的 置换 ， 
那么 gy( 先 由 后 9) 与 vg! 也 是 置换 ， 由 于 映射 的 相继 施行 


显然 有 结合 律 ， 于 是 必 的 置换 就 作成 一 个 群 ， 如 果 n 是 诸 


中 元 的 个 数 ， 这 个 群 就 称 为 元 的 对 称 群 并 记 作 S,.， 它 的 阶 
是 m%!，& 的 子 群 称 为 置换 群 . 如 果 w 5, c 是 并 中 的 三 个 
不 同 的 元 ， 那 么 就 用 记 法 (a, 5 0) 表示 对 的 一 个 这 样 的 置 
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换 : 把 4 映 成 六 5 瞎 成 c 与 c 映 成 a, 而 及 中 其 它 所 有 元 都 
不 动 . (a, b, oO) 称 为 一 个 三 项 循环 . (a, 5, 6) 于 一 (0, 6, 0). 
现在 来 证 明 下 列 的 
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证 设 了 为 映 G 成 G/N 的 典范 同 态 ，(c, 5, 0) 是 任 一 
. 三 项 循环 . 在 以 中 再 取 两 个 元 4 与 6. 令 %=(4, 0 0)， 
2 一 人 e 0). 2 vy 的 了 象 是 sy 1w'y', 其 中 与 y 分 
别 是 2 与 y 的 象 ， 因为 假设 象 群 是 Abel 的 ， 所 以 这 个 象 就 
是 工 于 是 wyivy 属于 也 的 核 ， 而今 
wy wy= (a, b, d) (ee a) (a, b, a) a, e, ce) 
| = (g, b, ¢). 

证 设 有 一 个 从 5 开始 的 带 有 Abel 商 群 的 正规 子 群 
- 链 存 在 . 因为 5, 包含 所 有 的 三 项 循环 , 由 引 理 得 知 ， 这 链 中 
的 每 个 群 必定 包含 所 有 的 三 项 循环 ， 因 此 ， 这 样 的 一 个 链 就 
不 可 能 用 1 这 群 来 结束 . 


B. 方程 用 根 式 的 可 解 性 

为 了 避免 由 特征 造成 困难 ， 下 列 命 题 只 限于 特征 为 0 的 
体 . 

设 下 为 体 , 玉 , 是 由 扩 体 组 成 的 、 以 也 为 来 项 的 递 升序 
列 

Kc=KoCKiCKoC..CK,.=E,. 

如 果 对 于 “一 | 2, "8, EK;= K,1(0), 其 中 是 Ki 中 
多 项 式 zx" 一 a 的 一 个 根 ,那么 及 的 扩张 了 称 为 根 式 扩张 . 
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如 果 五 ,是 具有 Abel 自 同 构 群 的 、 玉 ,-1 上 的 正规 扩张 ， 
扩张 五 称 为 半 Abel 的 . 

引 理 1 瑟 的 根 式 扩张 五 可 以 嵌入 一 个 半 Abel 扩张 之 
中 . 

证 没 环 是 天 的 根 式 扩张 ， 五 :是 相应 的 体 序 列 . 又 
设 公 是 所 有 半 的 最 小 公 倍 .把 径 次 原 根 。 添加 于 了 .考虑 
体 链 : 

开 0 一 KcFKoe)C Re) ce ‘CE,(e)=F(e). 
紧 接 在 命题 27 之 前 已 证 明 到 上 的 玉 (s) 的 自 同 构 群 是 Abel 
的 ， 体 Kife) 是 由 w 添加 于 天 (0e) 得 到 的 。 因为 天 1(e) 
含有 nm 次 原 根 ， 由 命题 32，K:_1(s) 上 的 Ki,(s) 的 自 同 构 群 
还 是 循环 的 ， 因 此 了 (sg) 就 是 KK 的 半 Abel 扩张 ， 它 包含 万 . 

引 理 2 设 歼 与 了 as 都 是 开 的 举 Abel 扩 张 并 且 都 包 
含 在 玉 的 一 个 扩张 之 中 .那么 由 与 Fa 会 成 的 体 Ta7s 
也 是 KK 的 举 Abel 扩张 . 

证 设 
EKE=FKoC Rc…CK,=h, 
K=KICKC.-.{ :CEK'—I, 
是 相应 的 体 链 ， 作 新 链 
KE=KoCKiIC.CK, 
=FiKICFRICLECFRK,~— FF;y, 
由 假设 ， 下 ,-z: 上 的 下 ,的 自 同 构 群 是 Abel 的 ， 只 要 证 明 
FiK'ss 上 的 FiK'; 的 自 同 构 群 是 Abel 的 ， 由 假设 ,Ks 上 


的 Ki 的 自 同 构 群 是 Abel 的 .了 Kii 是 Kt 的 扩张 , 它 与 


K: 的 合成 是 体 Ks. 由 命题 34, FiK; 就 是 了 K-11 的 正规 
扩张 , 其 自 同 构 群 与 下 -+ 上 的 K;: 的 自 同 构 群 的 一 个 子 群 同 
构 . 所 以 这 个 群 也 是 Abel 的 ,于 是 Fa 是 长 的 半 入 bel 扩张. 
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引 理 3 设 刀 是 天 的 半 和 Ahel 扩张 . 五 就 可 以 杠 入 区 
的 一 个 正规 的 . 半 Abel 扩张 之 中 . 

证 , 体 万 是 可 分 的 . 于 是 也 可 以 嵌入 一 个 正规 扩张 Q 
之 中 . 设 本 , Fo …, 也 是 居 上 在 侣 的 所 有 自 同 构 下 了 的 
象 ,并 且 Qo 一 了 Fs…。 是 由 这 些 象 合成 的 体 ， 作 为 了 的 每 
个 辐 构象 是 半 Abel 的 ， 由 引 理 2 指 出 Qo 也 是 上 的 半 
Abel 扩张 , 它 当 然 包含 了 ， 因 此 还 只 要 证 明 Co 是 五 的 正规 
扩张 .现在 每 个 映 Qo 到 吕 的 同 构 是 由 玉 上 的 吕 的 自 同 攀 
0 生成 的 .0 不 过 置换 这 些 体 ,因此 把 Co 变换 成 本 身 ， 于 
是 每 个 映 Q2 到 9 的 辣 构 就 是 Qo 的 自 同 构 ， 所 以 4 是 六 
的 正规 扩张 . 

定义 设 f(%) 是 KK 中 的 不 可 约 多 项 式 . 如 果 有 五 的 一 
个 根 式 扩 张 存 在 , 其 中 含有 f(z) 之 一 根 , 那么 f(z) 称 为 用 根 


” 式 可 解 . 


命题 所 人 上 四 合约 才 型 开 。 一 是 了 (的 
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证 “ 工 如 果 了 (wz) 用 根 式 可 解 那么 存在 玉 的 根 式 扩 
张 , 其 中 含 f(s) 之 一 根 a。 根据 引 理 1 与 3， 就 存在 下 的 正 
规 的 、 半 Abel 扩张 06, 其 中 有 了 (2) 的 根 w。 由 命题 45 的 系 ， 
f(o) 在 Go 中 可 以 分 解 成 线性 因子 。 所 以 Go 包含 fo) 的 分 
， 裂 体 如 .KK 上 的 2 的 自 同 构 群 是 可 解 的 ， 并 以 及 上 的 

”的 自 同 构 群 作为 其 商 群 ， 即 作为 其 同 态 象 ， 根 据 命题 38， 所 
以 这 个 在 及 上 的 到 的 自 同 构 群 是 可 解 的 ， 如 果 马 是 原来 
给 定 的 那个 对 于 F (zc) 的 分 裂 体 ， 那 么 吾 与 至 同 构 ， 因 此 也 
有 同 构 的 自 同 构 群 ， 


sa B00 。 


2. 设 f(w) 的 分 异体 加 的 自 同 构 群 G 是 可 解 的 ，% 是 人 G 
的 阶 ，s 为 % 次 原 根 并 且 下 ' 一 KK (se)， 显 然 K' 是 的 根 式 
扩张 ， 体 妈 一 瑟 K' 是 KK' 上 了 (wv) 的 分 裂 体 ， 由 命题 34, ' 
上 的 瑟 的 自 同 构 群 G' 与 G 的 子 群 同 构 , 因此 , 由 命题 37, 9 
也 是 可 解 的 . 设 

~—G0oD01 EG DOG =1 
是 带 Abel 商 群 的 正规 子 群 链 ， 相 应 于 B' 的 不 动 点 体 作成 
体 的 递 升序 列 ; 
EKE'—~KICRICKIC. CK'=—E', 

于 是 如 是 Kii 的 正规 扩张 , 其 自 同 构 群 是 Gi， 因为 全 是 
Gr-1 的 正规 子 群 ，K; 就 是 Ki 的 正规 扩张 ,其 自 同 构 群 
CuryG 是 Abel 的 . 因为 Ki 含 % 次 原 根 ，K! 是 Ki 上 
的 Kummer 体 ， 所 以 是 通过 根 式 的 添加 得 到 的 . 立即 看 出 
玉 : 是 Ki 的 根 式 扩张 . 总 起 来 召 就 是 的 根 式 扩张 ， 并 
且 f(%) 在 中 分 解 成 线性 因子 . Z 


0. 方程 的 Galois 群 


本 节 考 虑 的 体 特征 仍 可 以 是 任意 的 . 

设 长 为 体 ,f(w) 是 下 中 的 没有 重 根 的 多 项 式 , 如 是 f(%) 
的 分 异体 ,并 且 了 了 (2) 一 (4 一 aD) (zw 一 09)…(w 一 ow) 是 (wm) 在 召 
中 的 分 解 . mm，aa，…，o 是 召 的 生成 元 .已 经 注 明 过 ,上 


的 召 的 自 同 构 群 9 中 每 个 元 c 训 以 cc 作用 于 全 部 % 的 效果 


唯一 地 描写 出 来 ，o 置换 这 些 元 w 因此 ,可 以 把 看 成 个 
元 的 集 的 置换 群 。 为 了 简明 起 见 ， 只 和 需 把 G 当 作 ou 的 指标 
的 置换 群 , 使 得 G 是 置换 这 些 数码 1，2; …, m 的 ,如 此 了 解 ， 


通常 把 G 记 为 方程 f(z) -0 的 Galois 群 。f (2) 这 多 项 式 并 


不 需要 在 及 中 不 可 约 , 设 p(w) 为 f(%) 在 中 的 不 可 约 因 
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子 ，G 中 元 只 能 把 2(o) 之 一 概 换 成 2(O) 的 另 一 根 。 另 一 
方面 ， 如 果 a 与 a 是 p(w) 的 两 个 根 ， 那 么 两 个 体 玉 (wm) 与 
玉 (o) 同 构 ， 并 且 此 同 构 可 以 通过 介 之 一 元 来 实现 ， 经 过 根 
的 重 行 编码 还 可 以 假设 m, oo, …, w 是 2( 四 所 有 的 根 .于 
是 @ 的 元 一 方面 把 数字 二 2，…, * 只 置换 为 本 身 ; 另 一 方 
” 面 ，G 的 适当 元 把 这 前 7 个 数字 的 任 一 个 换 成 这 前 7 个 数字 
中 任何 另 一 个 ， 数 字 二 2 …, mn 的 具有 这 种 性 质 的 子 集 称 
为 虽 的 可 迁 区 ， 显 然 这 些 数 字 14，2,，…, nw 划分 为 互 不 相交 
的 可 迁 区 , 它们 对 于 了 Cw) 的 那些 不 可 约 因 子 有 个 一 一 对 应 的 
关系 ， 因 此 ,如 果 知 道 置换 群 G， 那 么 由 此 可 以 得 到 了 (2) 在 
KK 中 分 解 的 不 可 约 因子 。， fke) 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 数 字 
1， 2 …, 于 作成 一 个 单独 的 可 迁 区 . 于 是 群 G 称 为 可 迁 的 . 
如 果 石 为 G 的 子 群 并 且 B 是 所 局 的 不 动 点 体 ， 那 么 把 f(z) 
当 作 B 中 的 多 项 式 ，U 是 了 (2) 的 Galois 群 . '0 的 那些 可 迁 
区 就 曙 1( 人 在 B 中 分 解 的 不 可 约 因 子 对 应 ， 

设 了 (2) 在 玉 中 不 可 约 , 群 G 是 可 迁 的 ， 设 也 为 全 的 正 
规 子 群 ， 卫 就 是 天 的 正规 扩张 ， 在 了 中 选取 f(z) 的 某 个 不 - 
可 约 因子 2(z) .如果 是 G 的 元 , o 就 实现 为 B 的 自 同 构 . 
因此 ， 象 oCp(w)) 还 是 B 中 的 不 可 约 因子 . 现在 G 是 可 迁 
的 ， 于 是 有 aEG， 它 把 2(o) 之 一 根 变换 成 jw 的 另 一 根 . 
因此 在 如 中 的 jw) 每 个 不 可 约 多 项 式 就 形 如 co(p(oz))， 由 
此 得 知 ,的 可 迁 区 都 有 相等 的 长 度 ， 如 果 nn 为 素数 ,那么 或 
者 加 本 身 是 可 迁 区 , 要 不 其 所 有 可 迁 区 的 长 度 都 是 1, 即 如 只 
由 恒 同 元 组 成 。 因 为 这 个 结果 以 后 有 用 ， 把 它 系 统 地 阐述 作 
为 

命题 人 各 时 日 是 数字 的 可 渤 轩 所 及 ， 其 
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定义 ” 设 天 为 体 ，w www, …, 是 无 关 的 变量 并且 
下 一 站 (la Wa， Un) 是 以 中 元 为 系数 的 WU，…， Ur 所 
有 有 理 函 数 构成 的 体 . 属于 玉 的 多 项 式 

ff) = 

称 为 上 的 mn 次 一 般 方程 . 

现在 来 决定 nn 次 一 般 方程 的 Galois 群 . 决定 了 Cw) 的 分 
裂 体 ,并 和 且 在 B' 中 假设 

JoO) = (o£1) (8 一 如 ) vm— én), 
ww 是 名 的 多 项 式 ， 必 就 是 用 (一 二 ' 乘 每 到了 个 不 同 的 根 扣 的 
所 有 积 之 和 .， 另 一 方面 , 在 第 工 部 分 Q 段 中 已 经 考虑 过 下 列 
的 例 : 取 交 个 独立 变量 zy，22,…，2,。， 并 且 来 看 体 二 (vw 
W292, “+", wn) 与 多 项 式 
9 0) 一 (一 0 (一 0 (8— ws) 
= Tv 

在 召 中 考虑 过 人 的 %! 个 置换 并 有 征 证 明了 它们 的 不 动 点 体 就 
是 Ca， Ca Cn) 。 % 表 成 他 的 方式 与 4 表 成 引 是 同样 
的 ，( 这 里 并 不 需要 对 称 函 数 的 那个 更 精确 的 多 项 式 性 质 . ) 

设 gC wa …, Un) 是 以 中 元 为 系数 的 岂 的 多 项 式 ， 
它 具 有 这 种 性 质 : 对 于 4% 一 %, 其 值 为 0, 即 g(@1, 02 an) 
一 0. 把 久 的 vw; 表 式 代入 ， 就 得 出 2; 的 一 个 表 式 , 其 中 所 有 
项 都 抵消 了 .把 其 中 的 每 个 % 代 6 那么 也 得 到 一 个 表 式 ， 
其 中 所 有 项 消失 ， 因此 就 是 零 多 项 式 ， 但 是 这 种 代入 单纯 用 
% 代 wm 就 完成 了 ， 所 以 原来 的 多 项 式 FG oa， tm) 就 必 
定 已 经 是 零 多 项 式 . 

于 是 证 明了 ， 不 同 的 多 项 式 pl tt,…， Wn) 有 不 同 的 
值 wko cs，…，qa)， 把 每 个 多 项 式 VC ta, …， dn) 对 应 
”于 其 值 pC4 402，…， 4n) 就 给 出 映 w 的 多 项 式 成 w 的 多 项 式 
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的 一 个 一 一 映射 . 五 由 全 的 多 项 式 的 商 组 成 ， 体 1(ea ao 
…，gn) 由 1 的 多 项 式 的 商 组 成 ， 读 者 容易 证 实 , 经 过 考虑 得 
到 映 玉成 (ay， qs,，…, qn) 的 同 构 , 使 得 中 元 不 动 而 把 每 
个 w% 映 成 4， 而 且 多 项 式 f(%) 的 象 是 glw) 这 个 多 项 式 ， 根 
据 命 题 10, 这 同 构 可 以 开拓 成 如 与 到 间 的 同 构 , 它 把 f(z) 


- 揭 这 些 根 后 映 成 g(w) 那些 根 m 可 以 取得 的 编码 . 


现在 ba as,…, aw) 是 对 称 群 5S, 的 不 动 点 体 ， 由 已 证 
得 的 同 构 得 出 著名 的 和 bel 命题 
命题 48 二 的 mn 次 一 复方 程 的 Galols 群 坎 是 对 称 避 
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本 命题 的 后 一 部 分 由 命题 40 与 入 得到. 

可 以 提出 这 样 的 问题 ; 先 给 定 任 一 置换 群 , 是 否 可 以 把 它 
作为 某 个 适当 的 方程 的 Galois 群 。 其 实 ， 由 适当 地 选择 基体 
是 可 能 的 设 G 是 给 定 的 mw 个 数字 的 一 个 置换 群 ，F(w) 是 天 
上 的 ww 次 一 般 方程 ， 并 且 照 前 面 来 定义 两 个 体 及 与 BG 
是 5, 的 子 群 ,从 而 得 到 G 是 了 lw) 的 Galois 群 ， 如 果 把 了 (%) 
看 成 是 G 的 不 动 点 体 BB 中 的 多 项 式 ， 因 为 每 个 有 限 抽象 群 
可 以 表示 成 置换 群 , 因此 还 得 出 适当 基体 的 正规 扩张 ,其 自 同 
构 群 是 同 构 于 给 定 的 抽象 群 的 、 与 此 对 立 的 是 一 个 还 未 解决 
的 问题 : 是 否 在 有 理 数 体 上 有 这 样 的 正规 扩张 存在 . 

设 下 是 任 一 体 ， f(z) 是 下 中 的 素数 9 次 的 不 可 约 多 项 


”” 式 , 它 的 Galois 群 设 为 可 解 的 ， 将 要 证 明 如 此 情况 下 G 的 结 


构 特别 简单 。 首先 , 因此 存在 正规 子 群 链 


| G=G0DG DG DD,=1, 
其 中 相继 的 商 群 都 是 Abel 的 .尤其 G4.-1 本 身 就 是 个 Abel 
群 ， 因 为 Gi 的 每 个 子 群 是 GG, 的 正规 子 群 ， 当 然 包 含 异 
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于 的 循环 子 群 , 因此 可 以 假定 Gs_iz#IL 并 且 是 循环 的 ， 因 为 
必要 时 还 可 以 在 链 中 加 进 一 个 群 ， 设 G。: 是 由 生成 的 特 
环 群 ， 因 为 群 G 是 可 迁 的 , 由 命题 42 知道 , 每 个 群 G;， 尤 其 
是 Gs_: 都 是 可 迁 的 . 的 匡 次 构成 Gs_z， 由 可 迁 性 ， 它 们 把 
数字 1 换 成 所 有 其 它 的 数字 . 如 果 of(1) =oi(1)， 那 么 
ct:(H) =1i， 如果 4 是 适合 0 中 (1) =1 的 最 小 正 数 ， 那 么 这 些 
数字 1,，o (DD), o2( 了 DD ,…, 0 (DD) 就 是 所 有 不 同 的 数字 ,并且 
是 由 o 的 只 可 能 换 成 的 全 部 数字 ， 于 是 ， 由 可 迁 性 得 到 必定 
4d 一 g. 适当 的 编码 可 得 到 数字 寺 2,，…, 9 按 次 序 正 好 就 是 
这 些 数 字 寺 ,og (1), o3(1),，…,， 0 中 (41). 对 于 %<g 一 1, 就 有 
oo(2) 一 i 十 1 出 oo(1]) =1 得 到 o(9) 一 lI， 显然 用 剩余 类 体 
Qa 的 元 来 代替 这 些 数字 更 为 适用 ， 因 为 这 时 对 每 个 数字 就 有 
公式 Go) 一 4% 十 4， 当然 有 o (2) 一 2 十 bs. 如 果 4, 8 是 Qu 的 
元 ,a 关 0, 那么 函数 @(o) 一 oz 十 5 就 是 把 Qu 映 成 本 身 的 一 一 
映射 , 因此 是 个 置换 . ” 
定义 ” 设 的 一 个 置换 群 中 每 个 置换 具有 形式 
Tg)=ar+6b, qa, bEQ, a#¥0, 
并 且 这 和 群 中 还 含有 特殊 的 置换 o(%) 一 2 十 填 这 种 群 就 称 为 线 
性 的 . 
设 a 天 0, 1 并且 42) 一 ax 十 bp。 于 是 有 
T2(o) 一 a2r 十 CO 十 D。 
由 归纳 法 得 出 
TK) 一 at 二 (gt 十 at 十 十 于 2 


。 因为 ox1, 这 个 式 子 也 可 写成 形式 w(o) 一 aw 二 二 二 6， 因 


为 ae 关 0， 在 Qs 中 az- 一 工 成 立 ， 从 而 得 re-t(z) ~ <。 于 是 
的 阶 是 g 一 1 的 因子 , 正好 看 出 它 就 是 使 得 o' 一 1 的 最 小 的 记 
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对 于 4 一 1 并且 5 天 0, 就 成 为 T(o) 一 2 十 0，ToO) 一 0 十 27， 
因此 =z 具有 阶 79， 

因此 线性 群 中 只 有 那些 异 于 工 的 的 等 才 具 有 阶 g, 其 
中 o 如 前 所 述 ,o (4%) 一 % 二 1. 

引 理 波及 是 4 个 数字 阳 时 换 税 , 9 为 素数 ,人 是 可 的 


证 NW 含有 置换 0 设 1 是 碳 的 其 一 填 多 那么 Tor 
是 Y 的 元 , 它 具 有 阶 9， 因 此 它 是 异 于 1 的 0 的 寞 , 设 ror 
一 0", & 不 能 被 9 整除 ， 因 此 zo 一 o5, 从 而 To(9) 一 go*5 (9). 
由 此 得 T(y 十 1) 一 T(y) 十 4。 又 得 到 TYy+2) 一 579) 十 320%， 一 
般 有 Ty 十 2) 一 T(y) 二 aw， 取 y=0 并且 83= 70), 故 得 r(o) 
一 40 十 2， 记 以 妃 是 线性 的 ， 

命题 和 4 如 果 一 个 素数 次 的 不 可 约 方程 的 Galois 群 G 


是 可 解 的 ,那么 G 就 是 线性 的 . 
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证 群 Gz 由 0 的 军 组 成 , 因此 就 是 线性 的 ， 把 上 述 引 
理 重 复 应 用 到 正规 子 群 链 ，G 就 是 线性 的 . 

设 @G 为 线性 群 , TEG, r(z) =az 于 D， 因 此 也 = 一 oo 好 也 
在 GG 中 ， 而 且 形 如 7 (zw) 一 am 十 5'， 于是， 如 果 由 人 避 中 的 一 
个 * 给 定 了 %， 那 么 带 有 所 有 可 能 的 8EQu 的 置换 就 都 在 G 
中 .尤其 是 ra(2) 一 az， 显然 To Ta, 一 Twa 这 就 指出 , 所 出 现 
的 4 作成 乘法 群 ， 这 个 乘法 群 是 Qa 中 蜡 于 0 的 那些 元 组 成 


“的 乘法 群 的 子 群 , 它 是 循环 的 而 且 其 阶 4 是 9 一 1 的 因子 .给 


定 了 aq， 与 它 联系 着 的 e 不 过 就 是 @ 中 所 有 的 4 次 单位 根 ， 
G 的 阶 就 是 4dg, G 的 结构 因 ca 的 给 定 而 唯一 决定 ， 尽 可 能 
大 的 阶 是 (9g 一 Dg. 

命题 匆 每 个 线性 群 是 可 解 的 . 


证 设 是 线性 的 , 入 是 由 o 生 成 的 循环 子 群 。 对 所 有 


* SG， 


的 TEG 有 7To7T-1=aoEN， 所 以 NV 是 G 的 正规 子 群 。 人 9 的 
可 解 性 在 于 证 明 G/N 是 Abel 的 .如 果 To 是 置换 Talw) 一 az， 
那么 旁 系 Nts 是 由 国定 4 的 那些 置换 TC%) a 十 5 组 成 的 . 
因此 这 些 旁 系 就 是 不 同 的 Wro. 现在 有 NTo* NT 一 NTaTe 
一 Nzow 一 和 NTa*" NTa,， 因 此 已 得 证 明 , 

设 T(2)=az+58， 找 出 z 的 不 动 点 ， 就 是 求 方程 aw 十 65 
一 2 的 解 ， 对 于 41, 解 就 是 二; 对 于 4 一 1 并 且 5¥0, 就 
没有 不 动 点 ，a 一 1, 8 一 0 就 是 恒 同 映射 ， 因 此 ，G 中 蜡 于 恒 
同 映射 的 置换 不 能 有 两 个 不 动 点 . 

现在 设 由 与 由 是 /两 个 不 同 的 根 . 考察 中 间 体 

， 下 (a oj)， 所 属 子 群 的 元 应 当 使 wm 与 mw 都 不 动 ， 因 些 有 
两 个 不 动 点 ， 根 据 上 述 ，T+=1， 这 说 明 体 玉 (om, oj) 是 f(z) 
的 分 裂 体 及 由 此 已 证 明 
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让 此 命题 来 作 点 应 用 . 设 到 是 实数 体 的 子 体 (因此 区 
尤其 具有 特征 0), f(%) 是 KK 中 的 奇 素数 次 不 可 约 方程 , 设 它 
是 用 根 式 可 解 的 ， 再 设 这 多 项 式 有 两 个 实 根 ， 把 它们 添加 于 
下 得 到 一 个 实数 体 , 由 命题 4， 它 就 是 Fe) 的 分 裂 体 ， 因 此 
flw) 只 有 实 根 ， 在 一 般 情况 ， 一 个 这 样 的 方程 只 有 实 根 或 只 
A 于 是 得 于 
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流 六 不 椎 拓 到 有 理 系 妆 的 5 区 方程 它 在 @ 中 不 可 约 而 
且 恰 有 三 个 实 根 .一 个 这 样 的 方程 就 不 是 用 根 式 可 解 的 ， 多 
项 式 ”一 10z 一 2 是 这 种 类 型 的 一 个 例子 
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D. 规 尺 作 图 


作 图 题 就 是 要 从 一 个 给 定 的 几何 对 象 导出 另 一 个 几何 对 
象 . 这 时 , 几何 对 象 应 受 条 件 限制 , 使 其 性 质 可 由 有 限 个 点 和 
线段 画 出 来 (例如 : 三 角形 的 三 个 顶点 ; 圆 的 中 心 及 其 半径 ). 

如 果 作 图 可 以 分 成 有 限 步 , 每 步 都 在 一 个 固定 的 平面 上 ， 
并 且 每 步 画 出 下 列 可 能 性 之 一 ， 就 说 这 种 作 图 可 以 用 圆规 与 
直 尺 来 实现 : 

i1. 由 前 些 步 在 这 平面 上 所 决定 的 区 域 中 任 取 一 点 . 

2. 过 两 个 已 作出 的 点 或 两 个 选择 的 点 作 相 连 直线 .- 

3. 以 先 作出 的 点 为 中 心 过 先 作出 的 点 作 贺 . 

4. 决定 先 作 出 的 两 直线 的 交点 , 或 者 已 经 作出 的 直线 与 
已 经 作出 的 圆 的 交点 , 或 者 两 个 这 样 的 圆 的 交点 . . 

条 件 工 显然 必要 ， 因 为 必须 在 空 平面 上 开始 选择 一 点 ， 
这 时 , 设想 在 这 平面 上 给 定 了 这 样 的 一 些 线段 , 它们 描绘 了 原 . 
有 几何 对 象 的 性 质 ， 并 且 通 过 作 图 应 当 得 到 摘 绘 要 作 的 几何 
对 象 的 线段 .下 文 简 述 如 何 把 几何 问题 换 成 代数 问题 . 

. 设想 在 平面 上 引入 一 个 直角 坐标 系 ， 从 原点 在 正 wv 轴 上 

遂 出 给 定 的 线段 ， 其 终点 可 在 2 灿 上 的 值 为 @1, qs,…, 


这 就 可 以 作 图 ， 一 定数 目的 纪 个 步骤 以 后 ， 就 可 以 面 出 一 定 : 


的 点 集 。 所 有 作出 的 点 的 坐标 集合 记 为 B52 …, 85 组 


成 其 子 集 . 把 02， 0，…，2 添加 于 有 理 数 体 入 就 得 到 一 个 . 


实数 的 体 五 ,， 至 此 为 止 作 出 的 直线 与 圆 已 经 化 为 方程 , 其 系 
数 是 天 :中 元 ， 论 到 第 4++ 步 , 只 有 它 是 人 《前 所 述 的 四 种 可 能 
性 中 ) 第 1 类 型 或 第 4 类 型 才 可 能 有 新 点 出 现 . 如 果 它 是 第 
1 类， 把 那 点 取 成 有 理 数 坐 标 是 可 以 作 到 的 ， 此 时 便 有 五 sz 
一 下,。 如 果 有 第 生 类 的 点 ， 那 么 通过 交点 的 计算 ， 最 可 能 出 


现 的 不 过 是 长 ,中 元 的 平方 根 , 因此 ,或 者 是 及 si 一 五 ， 要 从 
就 是 (Kri/ KD 一 2， 如 果 描 绘 要 作 的 几何 对 象 的 线段 已 从 
原点 画 到 正 > 轴 上 ， 作 图 就 算 完成 了 ， 设 这 些 线段 终点 的 坐 
标 为 Er &a …， 如果 是 作 图 ( 步 联 ) 的 全 长 ， 那 么 下 
就 是 含有 弓 , 52，…, 对 的 体 ， 如 果 把 玉 一 Q(@i, 60a, …, ar) 
看 成 基体 ， 那 么 五 。 这 个 体 就 是 五 的 半 Abel 扩张， 其 中 的 
每 个 部 分 扩张 都 是 二 次 的 . 这 时 ， 读 者 回 到 第 II 部 分 已 段 
中 那些 引 理 的 证 明 . 好 有 在 引 理 2 中 还 假设 那 两 个 扩张 到 
与 ,的 每 个 部 分 扩张 都 是 二 次 的 , 那么 扩张 Pi, 就 有 同样 
的 性 质 , 正 是 因为 FiKi ;上 的 PiK! 的 群 同 构 于 让 is 上 的 
;的 群 的 子 群 . 于 是 , 引 理 3 的 证 明 指 出 及 , 可 以 幅 入 下 的 
一 个 正规 扩张 0 之 中 ， 这 个 人 可 以 从 经 过 逐次 的 二 次 扩 
张 得 到 . 2 这 个 体 显然 包含 也 = 及 (6&1, 62,…, $1)， 因 此 也 
包含 那个 含有 体 环 的 、 的 最 小 正规 扩张 五 。 作为 台 的 次 
数 是 2 的 寡 ， 从 而 五 与 妃 这 两 个 体 也 是 如 此 ， 

其 论点 如 下 ， 不 依靠 几何 的 作 图 可 以 从 几何 问题 本 身 读 
出 要 作 的 量 6， #5,…, 生 的 性 质 . 因此 ,这 两 个 体 怠 与 五 的 
代数 性 质 必 须 由 几何 问题 来 决定 。 如 果 这 时 (F/K) 或 (2/K) 
不 是 2 的 竺 ,那么 根据 上 有 段 所 论 , 规 尺 作 图 就 不 可 能 . 

现 需 证 明 

命题 4 设 az，c3，…，yr 是 一 个 几何 问题 的 数据 ，&， 


0 


62，…, + 是 要 作出 的 量 ， 并 设 一 Q(@, za，…，0r). 如 时 


所 有 的 6 都 是 区 上 的 代数 元 ， 并 且 全 荫 这 些 名 人 本 
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证 “条件 的 必 灾 入 已 经 证 胃 了 ， 因此 ， 假 设 (B/K) 是 2 
的 备 ， 要 证 五 的 每 个 元 都 是 “可 作 的 ” 玉 上 的 恕 的 自 同 构 
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群 G 根据 命题 39 是 可 解 的 ， 于 是 有 正规 子 群 链 
G=G0DG ID:…DH,=1, 
使 得 每 个 商 群 G4_1/G; 都 是 Abel 的 .每 个 都 有 2 的 知人 作为 
其 阶 ， 如 果 阶 大 于 2， 就 有 2 阶 的 子 群 五 /G6.。， 因此 可 把 万 
这 个 新 的 群 插入 G1 与 Ge 之 间 . 这 就 可 以 假定 所 有 的 商 群 
的 阶 都 是 2. 属于 这 个 递 降 群 链 的 是 递 升 体 链 
Kk=KoCKIC…CK,.~—E, 

这 时 的 困难 在 于 这 些 体 不 一 定 是 实数 的 .如 果 一 个 复数 的 实 
部 与 虚 部 都 是 可 作 的 ， 即 称 之 为 可 作 的 复数 .读者 在 中 学 时 
当然 学 过 ， 怎 样 从 长 为 a 与 ? 的 线段 来 作出 长 为 4 士 b, 26, 


区 的 线段 (用 相似 三 角形 法 )， 也 能 作出 长 为 V& 的 线段 (用 


比例 中 项 法 )， 因 此 ， 由 这 些 给 定 的 数据 就 可 以 把 玉 的 每 个 
元 作出 来 . 设 玉 ，; 中 所 有 元 的 可 作 人 性 已 经 证 明了 . 因为 
(下 KY/Ki 一 2， 可 由 Ma 的 添加 得 到 玉 ， 其 中 4 是 一 个 已 
经 作出 了 的 复数 .在 Gauss 数 平面 上 这 是 平分 一 角 与 画 出 一 
”个 正 的 可 作 数 的 平方 根来 实现 的 .于 是 下 ;也 是 可 作 的 , 按 4 
作 归 纳 法 就 证 明了 本 命题 . 

”人 例 i. 向 搂 二 半径 为 的 轩 的 下 "这 形 的 作 图 这 里 


K= =Q, 1 一 COS 四 ， 62— sin 一 与 它 等 价 的 就 是 
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邯 % 次 原 根 的 作 图 . 召 ==Q@(s) 已 经 是 Q@ 的 正规 扩张 ， 因 此 只 


”， 须 找 出 这 个 扩张 的 次 数 . 根据 命题 27, 这 个 次 数 是 g(m). 设 


% 一 PDIP2…pr 是 和 分解 成 不 同 素数 帘 . 那么 就 有 
p(n) 一 9 pi 1 pe (pa—1) pr (p,—1). 
如 果 pi 二 2， 指数 v1 就 是 任意 的 .但 是 如 果 pp; 是 奇数 ， 那 就 
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必须 mm= 二 而且 还 必须 和 -1L 是 2 的 震 ， 设 为 2 这 时 
2 一 2 十 {， 如 果 人 一 4， 4g> 寺 而 且 5 是 琳 数 ， 那 么 多 项 式 
wv 十 = (wo) 十 二 能 被 we 十 1 整除，2" 十 4 这 数 可 被 2 二 1 加 
除 ， 因 此 2" 十 1 不 是 素数 。 所 以 m% 必 定 是 2 的 星 ， 于 是 对 于 
Pt 就 只 是 那些 形 如 2 十 的 数 的 问题 ,对 于 上 0, 1, 2, 3, 4 
得 到 素数 3, 5, 17, 257, 65537. 对 于 8 一 5， 得 到 的 数 可 被 
6 和 整除 ， 自 此 以 后 形 如 2” 十 1 的 不 必 为 素数 ， 所 以 用 规 尺 
可 作出 的 正 % 边 形 , 正好 就 是 那些 4 形 如 %= 2p1…Pr， 其 中 
的 2 是 形 如 2 二 1 的 不 同 素数 例如 正 17 边 形 的 作 图 读者 
可 在 文献 中 找到 . 

2， 角 的 三 等 分 ，60° 的 角 是 可 作 的 。 这 角 的 三 等 分 得 
到 18 边 形 的 作 图 , 所 以 由 例 圭 是 不 可 能 的 . 

3，Del 的 售 立方 问题 . 〈 据 传说 ) 亚 波 罗 要 求 把 已 有 的 
立方 形 祭 坛 的 体积 加 大 一 倍 ( 仍 然 保留 立方 形状 )， 设 原 有 和 祭 
坛 一 楼 之 长 为 1 则 应 作出 5 一 以 3 的 图 于 是 =Q@, 了 了 
一 Q(3/5)， 因为 必 一 2 在 @ 中 不 可 约 ,所 以 CF/Q) =3, 因此 
要 求 的 作 图 是 不 可 能 的 . 


译 后 记 


作者 Emil Artin(1898~1962) 的 生平 和 数学 贡献 ， 可 看 
8. Lang 与 John T.'Tate 1965 年 合 编 的 《The Collected Papers 
of Emil Artfin> 及 其 所 附 书 目 ， 我 只 把 这 集 子 的 合 编者 序 的 
最 本 两 段 意译 于 下 ; 

“Artin 生平 爱好 在 各 个 年 级 教学 。 即 令 身 居 研究 教授 
之 职 , 他 定期 开 初 等 微 积 分 的 课 , 坚持 不 般 。 他 的 课堂 讲义 和 
讨论 班 讲演 , 以 完美 . 精 胜 为 世 所 称道 , 使 得 他 的 代数 观点 广 
泛 流传 ， 荷 涯 数学 家 Van der Waerden 的 名 著 《 代 数学 >， 就 ， 
是 整理 、 引 中 他 和 Bmmy Noether 二 十 年 代 末 在 汉堡 和 哥 延 
根 的 讲演 ; 而 在 已 往 三 十 年 来 ,一 直 是 基本 的 参考 文献 ， 

“这 些 讲演 和 讲义 , 激励 、 启 发 了 他 的 学 生 ; 他 对 他 们 的 粮 
慨 和 爱护 是 无 以 复 加 的 ”. 

.作者 于 1958 年 重 返 汉 坚 后 , 出 版 了 此 局 的 第 三 版 (第 一 、 

二 版 (19 媒 、1946) 是 用 英文 写 的 .1958 年 李 英 先生 译 出 第 二 
版 ,由 上 海 科 学 技术 出 版 社 出 版 ), 用 德 文 写 出 , 作 了 重要 的 改 
进 《 请 参看 作者 序 )， 我 把 此 书 的 英文 第 二 版 和 本 版 仔细 比较 
过 ,从 第 开 部 分 @ 段 起 到 最 后 , 无 论 行文 叙述 ,论证 层次 ,都 
经 作者 精心 整理 重 写 ; 就 是 第 工 部 分 卫 段 也 有 所 更 改 . 这 第 
三 版 是 更 为 精辟 、 简 洁 了 .因为 这 些 改进 , 以 及 此 书 已 为 作者 
名 著 之 一 , 我 们 认为 有 翻译 这 第 三 版 的 价值 . 

爱 灵 沼 先 生 对 这 中 译本 作 了 很 多 必要 的 修改 ， 至 于 德 文 
口语 难 懂 之 处 ， 钢 铁 学 院 赵 锡 霖 先生 指点 实 多 。 由 于 江 泽 洒 


先生 不 断 地 鼓励 ， 这 中 译本 才 整 理 完 成 ， 我 对 三 位 先生 深 臻 
谢 忱 。 


译 者 
1978 年 8 月 
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